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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Minitest)
(a) Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

O Eigenvektoren sind linear unabhéngig.
O Eigenvektoren zum selben Eigenwert sind linear abhéngig.

X Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

(b) Betrachten Sie die folgenden Polynome p;, p,, ps € K[t] iiber dem Korper K = {0, 1} mit zwei Elementen:
pi(t)=t*+1, po(t) = (t +1), ps(t):=t+1
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
O Alle Polynome sind gleich.
X Die Polynome p; und p, sind gleich.
O Keine zwei Polynome sind gleich.
(c) Betrachten Sie die folgenden Polynomfunktionen q;,q,,qs : K — K auf dem Korper K = {0, 1} mit zwei Elementen:
() :=x>+1, ga(x) := (x +1)%, g3(x) :=x+1
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
X Alle Funktionen sind gleich.
X Die Funktionen q; und g, sind gleich.

O Keine zwei Funktionen sind gleich.

Aufgabe G2
Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren der folgenden Matrizen:
- 1 ... 1
11 0 1 1
A= , B:= 3 2 -3 ) C:=
2 2 -3 1.1

Losung: Das charakteristische Polynom von A ist det(A — AE) = A2 — A — 1. Die Eigenwerte sind somit A, := %(1 ++/5)
und A, := %(1 — V/5). Durch Berechnen des Kerns von A — A, E erhlt man als Eigenvektor zu A,

x=1,-2a-v5)", x=(30-v5),1)".
Das charakteristische Polynome von B ist det(B — AE) = —A3 — A2+ A +1 = —(1 — 1)(A + 1)2. Die Eigenwerte sind somit

A; := 1 und A, := —1. Durch Berechnung des jeweiligen Kerns von B — A;E erhillt man fiir A; = 1 den Eigenvektor
x; =(1,3,2)T und fiir A, = —1 z.B. die Eigenvektoren x, = (1,0,1)” und x; = (-1,1,0)T.




Bei der Matrix C sieht man einen Eigenvektor sofort, ndmlich x, := (1,1,...,1)T zum Eigenwert n. Weiter hat die
Matrix C hat Rang 1 und somit (n — 1)-dimensionalen Kern. Zum Eigenwert O gibt es deshalb n — 1 linear unabhéngig
Eigenvektoren. Man rechnet leicht nach, dass z.B. die Vektoren

x;:=(1,-1,0,...)7", x,:=(0,1,-1,0,...)7, x,_1:=(0,...,0,1,—-1)"

eine solche Familie bilden.

Aufgabe G3
(a) Sei A eine n x n-Matrix iiber einem Korper K. Zeigen Sie, dass jeder Eigenwert von A auch ein Eigenwert der
transponierten Matrix AT ist. Zeigen Sie, dass die zugehérigen Eigenrdume im Allgemeinen nicht {ibereinstimmen.

(b) Sei A eine n X n-Matrix mit komplexen Eintrdgen. Wie hiangen die Figenwerte und Eigenvektoren von A mit den
Eigenwerten und Eigenvektoren der komplex konjugierten Matrix A zusammen?

Aufgabe G4
Sei K = {0, 1} der Korper mit zwei Elementen. Zeigen Sie, dass jede Abbildung f : K — K durch ein Polynom 2. Grades
realisiert werden kann, d.h. es gibt ein Polynom p € K[t] mit p(t) = t® + a;t + a, mit f(x) = p(x) fiir alle x € K.

Losung: Es gibt nur vier Funktionen f : K — K. Ausprobieren erledigt den Rest.

Hausiibung

Aufgabe H5
Betrachten Sie die lineare Abbildung ¢ : R* — R3 mit

2x1 +3x, +2x3 +3xy4
(p(xl,XZyxfi;xz}) = 3x1 +4X2_X3+X4

X1+ X9 —3x3 —2x4

Bestimmen Sie jeweils eine Basis 8 von R* und % von R®, so dass die Matrix von ¢ die folgende Gestalt hat:

(]2 =

O O
O = O
o O O
o O O

Losung: Um konkret rechnen zu kénnen stellen wir zuerst die Matrix A von ¢ bzgl. der Standardbasis auf:

2 3 2 3
A=13 4 -1 1
11 -3 -2

Der Kern wird z.B. von den Vektoren b, := (11,—8,1,0)" und b, :=(9,—7,0,1)" aufgespannt. Wir ergénzen b, und b,
durch die Vektoren b; :=(1,0,0,0)” und b, :=(0,1,0,0)” zu einer Basis.

Das Bild von ¢ von den Vektoren ¢; := ¢(b;) =(2,3,1)" und ¢, := ¢(b,) = (3,4,1)" aufgespannt. Wir erginzen ¢, und
¢, durch ¢ :=(0,0,1)T zu einer Basis.

Bzgl. der Basen % := (b, by, b, by) und € := (c;, ¢y, ¢3) hat dann die Matrix [¢]2 die gewiinschte Gestalt.

Aufgabe H6

Sei K = {0, 1} der Korper mit 2 Elementen. Bestimmen Sie alle 2 x 2-Matrizen mit Eintrdgen in K, die keine Eigenwerte
haben.

Loésung: Insgesammt gibt es 2* = 16 Matrizen in M,(K). Die gesuchten Matrizen diirfen keinen Kern haben, sind somit

invertierbar. In M,(K) sind nur die 6 Matrizen
1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1
o 1)’ 1 0)° 1 0)° 0o 1)° 1 1)° 1 1
0 1
1 1

invertierbar. Davon haben nur
1 1
1 0)°

keine Eigenwerte. Bei allen anderen Matrizen findet man leicht durch Raten entsprechende Eigenvektoren.




Aufgabe H7
Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren der folgenden Matrizen:

0 2 -1 3 2 -1
A=2 -1 1|, AL, B:=|2 2 1], BT.
2 -1 3 2 -1 6

Loésung: Das charakteristische Polynom von A ist det(A — AE) = —(A — 2)(A + 2). Die Eigenwerte sind also A; := 2 und

A, := —2. Durch Berechnung des Kerns von A— A, E erhilt man zum Eigenwert A, = 2 den Eigenvektor x; := (1,0, —2).
Analog erhillt man fiir den Eigenwert A, = —2 den Eigenvektor x, := (—3,4,2).
Die Matrix A™! hat die Eigenwerte 1/1; = % und 1/4, = —% mit den jeweiligen Eigenvektoren x; bzw. x,. Weitere

Eigenwerte oder Eigenvektor (abgesehen von Vielfachen) gibt es nicht, weil sonst auch A= (A™!)~! weitere Eigenwerte
bzw. Eigenvektoren haben midisste.

Fiir die Matrix B gilt B =A+ 3E. Somit hat B die Eigenwerte A, +3 = 5 und A, 4+ 3 = 1 mit den jeweiligen Eigenvektoren
x; bzw. x,. Wegen A = B — 3E gibt es keine weiteren Eigenwerte oder Eigenvektoren.

Die Matrix BT hat die selben Eigenwerte wie B, also u, := 5 und u, := 1. Durch Berechnung des Kerns von BT — u;E
erhallt man zum Eigenwert u, den Eigenvektor y; := (2,1,1)” und zum Eigenwert u, den Eigenvektor y, := (2,—3,1)T.

Aufgabe H8
(a) SeiV ein Vektorraum und ¢ : V — V ein Endomorphismus, so dass 2 = ¢ o ¢ den Eigenwert 1 hat. Seiv € V ein
zugehoriger Eigenvektor von 2, der kein Eigenvektor von ¢ ist. Zeigen Sie, dass ¢ die Eigenwerte 1 und —1 hat.

(b) Sei V ein Vektorraum und ¢ : V — V eine lineare Abbildung, so dass —1 ein Eigenwert von (2 + ¢ ist. Zeigen Sie,
dass ¢ den Eigenwert 1 hat.

Losung:

(a) Betrachte die Vektoren w, :=v + ¢(v) und w_ :=v — p(v). Weil v kein Eigenvektor von ¢ ist, sind w, und w_
von Null verschieden. Weiter gilt

pw )=o)+’ (V) =pW)+v=w,, pw )=o) = p*(V)=p(V)—v=-w_,

d.h. w, bzw. w_ sind Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert 1 bzw. —1.

(b) Sei0#v €V ein Eigenvektor von ¢? + ¢ zum Eigenwerte —1. Dann gilt ¢?(v) + ¢(v) +v = 0 und somit

0=p(P*WV)+ o) +Vv) =* W)+ *(V)+ (V) =¢>(V) -V,

d.h. v ist ein Eigenvektor von ¢® zum Eigenwert 1.




