Mathematik II fiir Inf und Wlinf

8. Ubung
Loésungsvorschlag
Gruppeniibung
G 28 (Partiell aber nicht total differenzierbar)

G29

Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit f(z,y) := /|2y

Zeige: f ist stetig und partiell differenzierbar im Punkt (0,0), aber die Funktion ist in (0, 0)
nicht total differenzierbar.

Die Funktion f(x,y) = \/|zy| = \/|z|\/|y| is als Produkt zweier stetiger Funktionen wieder
stetig, also insbesondere im Punkt (0,0) stetig. Die partiellen Ableitungen im Punkt (0,0)
konnen nur mit Hlfe der Definition berechnet werden:

of _ iy J0) = f(0,0) 0
5,(0.0) = lim D =pmy =0
gy ®0 = fm T = imy =0

Beide partiellen Ableitungen sind im Punkt (0,0) gleich 0. Wiére f differenzierbar im Punkt
(0,0), dann wiirde gelten: D(f)(0,0) = (0,0), und es miifite fiir ein g(h, k) mit

g(h, k)

lim =0
(h,k)—(0,0) [|(R, k)|

die Gleichung
f(hvk) = f(0,0) +D(f) ) (h’k) —l—g(h,]{i)

erfiillt sein. Finsetzen ergibt
Vizyl =040+ g(h, k),

also g(h, k) = \/|hk|. Wihlt man nun die Folge (1,1), dann gilt sicherlich lim,, .(1,1) =
(0,0), aber

1 1 1
. 9(777) n2 ].
lim NN’ _ = —— #0.
e Gl g V2

Also kann f im Nullpunkt nicht differenzierbar sein.

(Partielle Differenzierbarkeit)
Die Funktion F : R? — R sei definiert durch

22—y
F(IE,y) = xy$2+y2, falls (.f,y) ié (070)7
0, falls  (x,y) =

a) Zeige, dass F' im Punkt (0,0) stetig ist.

b) Zeige, dass F iiberall zweimal partiell differenzierbar ist, dass aber gilt (D2D1F)(0,0) #
(D1 D2 F)(0,0).

a) Wir verwenden das ¢ — d— Kriterium der Stetigkeit: Zu zeigen ist also:

(Ve > 0)(30 > 0)(V(z,))-l(z,y) = (0,0)| <6 = [f(x,y) — 0] <e.
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Sei |e > 0 Wir suchen nun ein passendes §: Wenn gilt ||(z,y) — (0,0)|| = /22 + y? < 4,
dann folgt mit (z —y)? = 22 + y* — 22y > 0, also 2% + y? > 22y, das gilt

2 _ .2 2 _ .2 2

-y rm -y

< .
x2 + y2| < ley 2xy

1 5
|y - |=§Iw2+y2|<

5-
Wir setzen also § := \/2e. Damit ist f stetig in (0,0).
b) Wir berechnen einfach die ersten partiellen Ableitungen fiir (z,y) # (0,0) (iiber die

Produktregel):
22 — 2 Aay?
D\F = y-
(D1F)(z,y) Ve +wy($2+y2)2
22 — 2 ~dgy?
DsF = z- .
(D2 F)(z,y) AT +:ry(x2+y2)2

Fiir (z,y) # (0,0) kann man offensichtlich jeweils in dhnlicher Weise die Ableitung
nach x bzw. y bestimmen. Die Funktion F' ist also zweimal partiell differenzierbar.
Nun bestimmen wir die Ableitungen in (0,0): Es gilt

(DyD1F)(0,0) = (Do(D1F))(0,0) = ,%13}) (D1F)(0,h) ; (D1F)(0,0)

Wir bestimmten also zunéchst (D1 F)(0,0) und (D2F)(0,0):

(DyF)(0.0) = lim EO = FO.0) _ ), 0-0_,
h—0 h b0

und ebenso (D2F')(0,0) = 0. Zusammen mit den berechneten ersten partiellen Ablei-
tungen von f (siehe oben) folgt dann

h-9=h 1 0-0
(D2D1F)(0,0) = lim ‘”hzh =
und 2
h-1=010-0
(D1DF)(0,0) = lim h2+°h =1

G 30 (Kettenregel)
Gegeben seien die Funktionen f : R? — R und g : R? — R mit

f(z,y) =cos(zy) und g(z,y) ="
und die Koordinatentransformation
Z(u,v) =2u—v und gY(u,v)=2u+v.

Bestimmen Sie fiir

f(ua U) = f(j(ua U)? g(ua U)) bzw. g(ua U) = g(i(u, U)v g(u’ U))

mit f,§: R?2 — R die partiellen Ableitungen mit Hilfe der Kettenregel.
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Die partiellen Ableitungen von f lauten
fo(z,y) = —ysin(zy) und  fy(z,y) = —wsin (zy).
Fiir die Koordinatentransformation gilt
Zy(u,v) =2 und  ZTy(u,v) = —1
bzw. yu(u,v) =2 und gy,(u,v)=1.

Damit ergibt sich fiir die Funktion f
Fulu,v) = fo(@(u,0), §(u,0)) Eu(u,0) + fy(#(u,0), §(u,0)) Gulu,v)

=[—(2u+v) sin((2u—v)2u+v))] -2+ [—(2u — v) sin((2u —v)(2u +v))] - 2

= —2(2u + v + 2u — v) sin (4u® — v?) = —8u sin (4u® — v?),

Folu,v) = fol@(u,0), §(u,0)) To(u, ) + f5(@(u,0),§(u,0)) Go(u,v)
=[-Qu+v) sin((2u—v)2u+v))] - (—=1) + [-(2u —v) sin((2u —v)(2u+v))]-1
= (2u+ v — 2u +v) sin (4u? — v?) = 2v sin (4u® — v?).

Die partiellen Ableitungen von g lauten
go(x,y) = €Y und gy(z,y) = —
Damit ergibt sich fiir die Funktion g

Gu(u,v) = g2(Z(u,v), §(u,v)) Tu(u,v) + gy(Z(u, v), §(u, v)) Julu,v)
6(2u7v)7(2u+v) S92+ (_ (2u—v)— (2u+v)) - 0’

Go(u,v) = gz (2(u, 0), §(u, v)) To(u,0) + gy (T(u, v), §(u, v)) Go(u, v)
e(2u—v)—(2u+v) . (71) + (*G(ZU v)— (2u+v)) 1= —9e 2.

Hausiibung

H 28 (Differenzierbarkeit)

1. Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
flaz,y) = ay® + a2

Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen von f bis einschlieBlich 2. Ordnung.
Ist f total differenzierbar?
Warum gilt fuy(z,y) — fyz(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € R??
2. Betrachten Sie die Funktion g(x,y) = (S:i)nsz
Geben Sie zunéchst den Definitionsbereich von g an. Bestimmen Sie anschlieflend alle
partiellen Ableitungen von g bis einschliefilich 2. Ordnung.

1. Fiir f gilt:
fe(m,y) = v + 327" + 2%e" % = 4 (2” + 327)e" %,
fyla,y) = 2wy — 222,
fea(@,y) = (327 4 62)e™ 2 + (2% + 32%)e” H = (2% + 627 + 62)e” %,
fyy(z,y) =22 + 4a3e* =2,
oy(,y) = 2y = 2(2° + 32%)e™ ™% = fyu(x,y).
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Da f partiell nach x und y differenzierbar ist und beide partiellen Ableitungen stetig
sind, ist f total differenzierbar (vgl. Satz 1.3, Seite 214).

Da die partiellen Ableitungen fy, und f,, stetig sind, gilt fy,(z,y) = fyz(z,y) fiir alle
(z,y) € R? (vgl. Satz 2.3, Seite 221).

2. Da .
cosy =0 fiir y€{§+k:7r\k:€Z}

gilt, ist der Definitionsbereich von g
RxR\{g+kﬂkez}

Die partiellen Ableitungen von g lauten:

cos T
Iz (:L’, y) = )
cosy
(2,1) sinx siny
xr,y) = ———
Iy\ Y cosZy
sinx
gx:r(x7 y) = - s
cosy
sinz cosy cos’y —sinx siny 2cosy (—siny)  sinw (cos?y + 2sin? y)
gyy ($7 y) = 4 = 3 ’
costy cosd y
cosx siny
Gry(T,y) = W = Gy (7, Y).
H 29 (Differenzierbarkeit)
Vorbemerkung: Wenn nur || - || da steht, ist im Allgemeinen die euklidische Norm || - ||2

gemeint!

Die Funktion g : R — R sei stetig differenzierbar. Die Funktion f : R® — R sei definiert
durch f(x) := g(||z||) fir z € R™.

Zeige: f ist genau dann im Nullpunkt differenzierbar, wenn ¢’(0) = 0 gilt. In diesem Fall ist
f stetig in jedem Punkt z € R"™.

Wenn f im Nullpunkt differenzierbar sein soll, dann miissen dort auch die partiellen Ablei-
tungen existieren, d.h.

of . f(0,... h,...,0) = f(0,...,0) . g(Jh]) = g(0)
— N = 1 =
oy~ (00,0 = fim h e S
Nun gilt aber limp\ o 7g(|h|)h_g(0) = ¢/(0) und limy, ~ 7g(|h|)h_g(0) = limp~ o 79(””3;9(0) = —¢'(0).
Also existieren die partiellen Ableitungen von f genau dann, wenn ¢'(0) = —g'(0), d.h.

g’(O) =0 gilt.
In diesem Fall sind die Funktionen

of (2) = g’(\:L‘|)‘%’| fiir x # 0
ox; 0 fiirz =0

stetig, denn fiir x — 0 folgt mit der Ungleichung

of

0 <5 = Iyl - 4

< lg'(z)]

|z

und mit lim,_0|¢'(z)| = 0 daff %(aﬁ) — 0= %(O). Also sind die partiellen Ableitungen
auch stetig im Nullpunkt.
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H 30 (Kettenregel)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit
flx,y) = —2® + 20y — y°.

Die Darstellung dieser Funktion in Polarkoordinaten

z(r,p) =rcos(p) und g(r,¢) =rsin(p)

lautet R
f(T‘, 90) = f(i'(’r’ So)a g(r’ 90))

mit f : R? — R. Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von f mittels der Kettenregel.

Die partiellen Ableitungen von f lauten
fe(z,y) = =22 +2y und fy(z,y) = 2z — 3y°.

Fiir die Polarkoordinaten gilt

Tp(r,p) =cos(p) und Zy,(r,¢) = —rsin(p)
bzw. gr(r,¢) =sin(p) und Fu(r,¢) =rcos(p).

Damit ergibt sich fiir die Funktion f

Fr(ro@) = fo(@(r,0),0(r, 0)) Er(r,0) + fy(E(r, ), 5(r, @) Gr(r, 0)
©) + 2rsin (@) - cos (¢) + (2rcos (p) — 3r?sin? (p)) - sin (p)
©)

=(=2r Cos(
= —2r cos? (¢) + 4rsin (@) cos (p) — 3r?sin® (),
Fo(r,0) = fu(@(r,9),5(r, ) To(r, ) + fy(E(r,0),5(r,0)) Go(r,0)
= (=2rcos (¢) + 2rsin (¢)) - (—rsin (@) + (2r cos (p) — 3r?sin? (¢)) - (r cos (¢))

= 2r%(cos () sin (@) — sin? (@) + cos? (¢)) — 3r sin? () cos ().



