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Gruppeniibung

Aufgabe G5 (Vektorrdume)
Kreuze an welche der folgenden Mengen (mit der aus der Mathe I bekannten Addition und ska-
laren Multiplikation) Vektorrdume sind. Gib bei den Mengen, die keine Vektorridume sind, eine
Vektorraumeigenschaft an, die verletzt ist.

Die Menge der Polynome mit Grad kleiner gleich drei.
Die Menge der reellen Folgen.
0 Die Menge der streng monoton wachsenden Funktionen.

Lésung: Die Menge der streng monoton wachsenden Funktionen ist kein Vektorraum. Zum
Beispiel ist die Vektorraumeigenschaft (V3) verletzt, denn die Funktion 0 (das heifit die Funktion
die konstant Null ist) ist nicht streng monoton wachsend.

Aufgabe G6 (Produkte in R?)
Rechne die Formel aus dem Skript (s. 112, ganz unten)

— —

Ux (Ux W)= (u-w)- -v—(a-0)- o
(mit @, 7, € R3) nach.
Lo6sung: Dies ist einfaches Einsetzen in die Definitionen.

Aufgabe G7 (Lineare Abbildungen)
(a) Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

f:R?2 = R: (z,y) — zy
9: R =R (z,y)" = 2y, +y)"
h:CYR) - COR) : u s o/

Gib bei den linearen Abbildungen jeweils den Kern und das Bild an und bei den linearen
Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen die Abbildungsmatrix beziiglich
der Standardbasis an.

Kommentar zur Notation: C1(R) steht fiir den Vektorraum aller einmal stetig differenzier-
baren Funktionen u : R — R und C°(R) fiir den Vektorraum aller stetigen Funktionen
u: R — R. Mit v/ wird die erste Ableitung der Funktion u bezeichnet.
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(b) Zeige, dass die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung auch wieder linear ist.

Losung:

(a) Esist f(1,1) =1, f(2,2) = 4. Wére f linear, miisste aber f(2,2) = f(2-(1,1)) =2-f(1,1) =2
gelten, also ist f nicht linear.
Fiir alle (21, 22),(y1,y2) € R? und alle \, u € R gilt:

g(A (w1, 2) + (Y1, y2)) = g(AT1 + py1, Ar2 + py2)

= (2\z3 + 2uy2, Ax1 + py1 + Awg + pya) "

= (2A22, A1 + 22))" + (2uy2, u(yr + y2))"
Ag(@1, x2) + pg(y1, y2)-

Folglich ist g ist linear.
Fiir alle u,v € C*(R) und alle \, u € R gilt:

(B -+ 0)) (&) = Qv p0)' () = M (2) + o ()
= Ah(w)(x) + p(h(v))(z)
fiir alle z € R. Folglich gilt A(Au 4 pv) = Ah(u) + ph(v). Damit ist A linear.

Es soll zunéchst der Kern von g bestimmt werden, das heifit die Losungsmenge des folgenden
linearen Gleichungssystem:

g(x,y) =0
(2,) =0
& <§> =0

Folglich gilt ker(g) = {0}. Damit folgt aus dem Dimensionsatz 0 + dim(rng(g)) = 2 und
damit rng(g) = R2.

Aus der Mathe I ist bekannt, dass jede stetige Funktion u eine Stammfunktion U besitzt,
das heiBt U’ = u. Daraus folgt rng(h) = C°(R). AuBerdem ist bekannt, dass die Funktionen,
deren Ableitung Null ist, gerade die konstanten Funktionen sind, das heifit ker(h) = {u €
C'(R) | u konstant}.

Es ist noch die Abbildungsmatrix von g zu bestimmen. Deren Spalten sind die Bilder der

Standardeinheitsvektoren:
(9(61) 9(62)): 02
1 1)°
(b) Siehe H12.

Hausiibung

Aufgabe H2 (Basen und Koordinaten)
(a) Betrachte das gleichseitige Dreieck, dessen Ecken die Koordinaten (8) und ((1]) (beziiglich der
Standardbasis) besitzen und dessen dritte Ecke positive Koordinaten hat. Finde eine Basis
beziiglich derer die Ecken ganzzahlige Koordinaten besitzen.
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(b) Betrachte ein gleichseitiges Sechseck mit Seitenléinge 1, dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt.
Lé&Bt sich eine Basis finden beziiglich derer die Ecken ganzzahlige Koordinaten besitzen?

Losung:

(a) Wahlt man als Basisvektoren die Vektoren

dann besitzen die Ecken beziiglich dieser Basis die Koordinaten

) () = )

(b) Wihlt man als ersten Basisvektor ¢ den Koordinatenvektor einer Ecke des Sechseckes und
als zweiten Basisvektor d den Koordinatenvektor der linken Nachbarecke, dann besitzen die
Ecken beziiglich dieser Basis die Koordinaten

() () () () (8) e ()

Siehe Abbildung

0, -1) 1, -1)

Abbildung 1: Ein Sechseck mit ganzzahligen Koordinaten.

Aufgabe H3 (Lineare Hiille)
Sei V ein Vektorraum und S C V. Die lineare Hiille von S wurde in der Vorlesung als der kleinste
Vektorraum, der S enthélt, definiert, das heif3t

Sp(9) = N U.

U Untervektorraum von V'

Zeige, dass die so definierte lineare Hiille von S der Menge aller Linearkombinationen von Ele-
menten aus S entspricht, das heifit

Sp(S) = {Z Aisi | M €R, s; € s} .

i=1

Tipp: Zeige, dass die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus S ein Untervektorraum
von V ist, der S enthilt.
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Losung: Da Sp(S) definitionsgemé$ ein Untervektorraum von V ist, der S enthilt, enthélt Sp(S)
nach der Untervektorraumdefinition auch alle Linearkombinationen von Elementen aus S. Folglich
gilt
m
Sp(S) D) {Z/\lsz | A € R, S; € S} =: L.
i=1
Andererseits gilt offensichtlich L O S und, da Linearkombinationen von Elementen aus L wieder

Linearkombinationen von Elementen aus S sind, ist L auch ein Untervektorraum von V. Daraus
folgt Sp(S) C L und insgesamt Sp(S) = L.

Aufgabe H4 (Lineare Abbildungen & Matrizen, Kern & Bild)

Wir betrachten die linearen Abbildungen ® : R? — R3 und ¥ : R? — R mit

O(x1,22) = (w2, 21,371 — 12), U(y1,¥2,93) = Y2 + Y3 — y1.

(a) Bestimme die zu @, ¥ und Yo® gehorigen Abbildungsmatrizen (beziiglich der Standardbasis).
(Hierbei gilt (¥ o @)(x) = U(P(x)).)
(b) Gib Basen von ker(®) und rng(®) an und verifiziere an diesem Beispiel die Dimensionsformel.
Losung:

(a) Merkregel: In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koordinaten der Bilder der Ba-
sisvektoren.

Fiir ¢ miissen ®(e1) = ®(1,0) und ®(e2) = ®(0,1) bestimmt werden:

®(1,0) = (0,1,3-1-0)T = (0,1,3)%,
®(0,1) = (1,0,3-0 - 1)T = (1,0, -1)T.

Dabher ist die Abbildungsmatrix von ®

0 1
As=1[1 0
3 -1
Fiir ¥ gilt
¥(1,0,0) = —1, v(0,1,0) = ¥(0,0,1) =1,
also

Ag=(-1 1 1).
Fiir die Abbildungsmatrix von ¥ o ¢ gilt dann

0
Apop = Agdp=(—1 1 1) |1 0 | =(4 -2).
3

(b) Es gilt

ker(®) = {z € R? | &(z) =0}
= {z € R? | (v2, 21,321 — 22) = (0,0,0)}
:{w€R2\xgzO/\:m:O/\?)xl—xg:O}

= {0}.
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Die Basis von ker(®) ist damit die leere Menge.
Fiir das Bild von & gilt

rng(®) = ®(R?) = {(22, 21,321 — z9)T € R? | 21,29 € R}

0 1
=<z |1 4+x2| O r1,x2 €R
3 -1
0 1
Da | 1] und | O | linear unabhéngig sind, bilden diese beiden Vektoren eine Basis von
3 -1
rng(®P).
Damit gilt

dim(ker(®)) + dim(rng(®)) =0+2=2=n

wie von der Dimensionsformel vorhergesagt.

Aufgabe H5 (Vektorraumisomorphismen und Basen)
Seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume und f : V' — W ein Vektorraumisomorphismus.
Zeige, dass f Basen erhélt, das heifit wenn by, ..., b, eine Basis von V ist, dann ist f(b1),..., f(by)
eine Basis von W.
Losung: Da f ein Vektorraumisomorphismus ist, gibt es eine lineare Abbildung g : W — V mit
fog=idy und go f =idy.
Es soll zunéchst gezeigt werden, dass f(b1),..., f(b,) linear unabhingig sind. Angenommen dies
wéere nicht der Fall. Dann gébe es Skalare A,..., A\, € R, die nicht alle gleich null sind, mit der
Eigenschaft

D Aif(bi) =0
i—1

= g (Z )\if(bi)> =9(0)
i=1

=b;
n
<~ Z /\ibi =0
i=1
Dies stellt aber einen Widerspruch dazu dar, dass by, ..., b, lienar unabhéngig sind. Folglich sind

f(b1),..., f(by) linear unabhéngig.
Es bleibt noch zu zeigen, dass f(b1),..., f(by) ein Erzeugendensystem von W ist. Sei w € W.
Dann ist g(w) € V und g(w) 148t sich als Linearkombination von by, ..., b, darstellen, das heifit
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es gibt Ap,.... A, € R mit
o(w) = ijb
= flo(w) =1 (Z m)
o w = zn: A (bi).
=

Folglich 148t sich w als Linearkombination von f(b1),..., f(b,) darstellen. Da w beliebig gew&hlt
war, ist f(b1),..., f(b,) ein Erzeugendensystem von W und damit auch eine Basis.
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