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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lineare Unabhéngigkeit)
Welche der folgenden Teilmengen von Vektoren aus R? sind linear unabhiingig und welche linear
abhéngig?

2 0

(a) 11,12],(0

1 1 1

0 1 0

(b) 0l,{0],10

1 1 0

0 3 0

(€ §10]-{0])-(2

2 0 0

Losung:

(a) Es gilt

RRIGR)]

Also lasst sich | 1 | als Linearkombination der beiden anderen Vektoren darstellen und die
1
Vektoren sind linear abhéngig.

(b) Jede Menge von Vektoren, die den Nullvektor enthélt, ist linear abhéingig.

(c) Wegen
0 3 0 3ag 0
a1 |0 +a2 0] +a3|1]| = a3 =10
() () () () ()

= 3as =0=a3 =20

= ap=ar=a3=10
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sind die Vektoren linear unabhéngig.

Aufgabe G2 (Unterrdume)
Betrachte den Vektorraum R?2. Welche der folgenden Teilmengen des R? sind Unterrdume:

(a) Die Menge von Punkten der Geraden, die durch die Punkte (1,1) und (2,2) geht,
(b) die Menge von Punkten der Geraden, die durch die Punkte (1,0) und (0, 1) geht,
(c) die Menge, die nur den Punkt (0,0) enthélt,
(d) die Menge von Punkten, deren Koordinaten beide positiv sind?

Losung:

(a) Bezeichnet G die Menge der Punkte auf der Geraden, dann ist
G={(1,1)+¢(1,1) |t € R}.
Fiir zwei beliebige Punkte p = (1,1) +¢(1,1) und ¢ = (1,1) + s(1,1) gilt dann

p+q=(1,1)+¢t1,1)+(1,1)+s(1,1)=(1,1)+ (t+s+1)(1,1) € G.
N——
€R
AuBerdem gilt fiir A € R
Ap=A1,1)+M(1,1) = (1,1) + A+ Mt — 1)(1,1) € G.

—_——
cR

Folglich ist G ein Unterraum von R2.

(b) Bezeichnet G die Menge der Punkte auf der Geraden, dann ist
G={(1,0)+t(-1,1) | t € R}.

Da (0, 0) nicht in G enthalten ist, ist G kein Unterraum von R2.

(c) Da (0,0) + (0,0) = (0,0) und A(0,0) = (0,0) fiir alle A € R gilt, ist {(0,0)} ein Unterraum
von R2.

(d) Der Punkt (1,1) hat positive Koordinaten, aber —1(1,1) = (—1, —1) hat keine. Folglich ist
die Menge von Punkten, deren Koordinaten beide positiv sind, kein Unterraum von R?2.
Aufgabe G3 (Orthonormalbasis)
Zeigen Sie, dass die Vektoren

1

1 1
V2 0 V2
v = 0 , va=1[ 11, und wv3= 0 ,
1 0 —1
V2 V2

eine orthonormierte Basis des R? bilden. Stellen sie den Vektor

als Linearkombination dieser Basisvektoren dar.
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Loésung: Es gilt:

Vg = 0
-vg =0 » = v1,v9,v3 sind paarweise orthogonal.
Vg - V3 = 0

Es gilt ferner:

| = y/J3+35=1
lva] = 1 = v1, U2, v3 sind normiert.
lug| = \/%—F%:l
Wegen
75 (a1 + a3) 0
a1V + QU9 + (3v3 = a9 = 0
% (1 — a3) 0

Sap=ar=a3=0

sind w1, v, v3 linear unabhéngig.
Es folgt also, dass v1,v9, v3 eine orthonormierte Basis des R? bilden. Daher gilt

v = (v-v)v + (vg-v)vy + (v3-v) U3

B (ff f)”l””ﬁ(f f)
= 2V2u; + 2uy — V2us.

Aufgabe G4 (Erzeugendensystem)
Zeigen Sie, dass die Vektoren

a=( L) we(h) maw-(7)

ein Erzeugendensystem des R? bilden. Welche Teilmengen dieser drei Vektoren bilden eine Basis?

Losung:

(i)

a1V1 + QpUy = Qi+ @z = 0
101 2V2 = 209 + g =\ o

& 200 —a1 =0 und a3 +a9=0
& 2000 = o1 = 2009 + a9 = 39 =0
= ay=0
=a; =0

= 1, v2 sind linear unabhéngig.
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QU9 + i3y = a2+ as = 0
202 3V3 = 25 +as )\ 0

& as+ 2003 =0 und a3+2a3=0
= ag = —ag3 = a3 —4dag = —3a3 =0
= a3=0
= ay =0

= v9,vs sind linear unabhéngig.

(iii)
< ay + 203 > < 0 >
Q1v1 + a3vg = =
a3 — (o 0

& 203+ a1 =0 und a3—a; =0
& a] =az = 2az3 +az =3a3 =0
=a3=0
=a; =0

= v1,vs sind linear unabhéngig.

Demnach sind die Vektoren vy, vs, v3 paarweise linear unabhéingig und jedes Paar bildet wegen
dim (RQ) = 2 sogar eine Basis von R?. Die Vektoren vy, vs, v3 bilden ein Erzeugendensystem von
R2, aber keine Basis (drei Vektoren im R? sind immer linear abhingig).

Hausiibung

Aufgabe H1 (Unterrdume) (6 Punkte)
(a) Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume des R":

i. {zreR"|z; =a} (a € R),
i. {reR" |z =0}U{z e R"|zy =0},
iii. {z€R"|z; =0}N{zeR"|zy =0},
iv. {z e R"| |z| =1}7
(b) Seien U und W Unterrdume eines Vektorraums V. Beweise oder widerlege:
i. Der Schnitt U N W ist ein Unterraum von V.
ii. Die Vereinigung U U W ist ein Unterraum von V.

Losung:
(a) i SeiU,={ze€R" |z =a}.
Fiir a # 0 ist 0 ¢ U, und damit U, kein Unterraum.
Fiir p,g € Up und X € R gilt (p+ ¢q)1 = 0 und (Ap); = 0. Folglich ist sowohl p + g € Uy
als auch A\p € Uy und daher Uy ein Unteraum.
ii. SeiU={x € R" |21 =0} U{xr € R" | 22 = 0}. Dann sind die Vektoren e, ez € U aber
e1 + ez ¢ U. Folglich ist U kein Unterraum.
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iii. Sei U = {x € R" | z1 = 0} n{z € R" | 2 = 0}. Nach Aufgabenteil sind
{r € R"| 21 =0} und {x € R" | 2 = 0} Unterrdume und damit ist nach Aufgabenteil
auch U ein Unterraum.
iv. Sei U = {z € R" | |z| = 1}. Der Vektor ist e; in U aber der Vektor 2e; nicht, da
|2e;1| = 2. Folglich ist U kein Unterraum.
(b) i EsgitUNWCV,daUCVund W CV.FirpgeUNWund A € Rgilt pge U

und damit p4+q € U und Ap € U sowie p,q € W und damit p+qg € W und A\p € W.
Folglich ist p+q € UNW und Ap € U N W und daher U N W ein Unterraum von V.

ii. Nach Aufgabenteil und ist U U W im Allgemeinen kein Unterraum.
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