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Gruppeniibung

Aufgabe G20 (Standardskalarprodukt)
Sei v,e € R? und es gelte ||| = 1. Weiter sei a := (v,e)e und b := v — a.
Zeige, dass a und b orthogonal sind, und fertige eine Skizze an. Welche geometrische Bedeutung
hat das Skalarprodukt (v,e)?

Aufgabe G21 (Orthonormalbasen)
Zeige, dass die Vektoren

1 1
V2 0 V2
vi=| 0|, wo=|1], und w3= 0
L 0 —1
V2 V2

eine orthonormierte Basis des R? bilden. Stell den Vektor
1
v=|2
3

als Linearkombination dieser Basisvektoren dar.

Aufgabe G22 (Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt)
Gegeben seien die Vektoren

bl 7b2: 7b3:

— == =
O = O =
N = =N

(a) Konstruiere eine Orthonormalbasis der linearen Hiille lin(by, ba, b3).

(b) Zeige, dass der Vektor v = (3 1 -3 %)T in der lineare Hiille lin(by, be, b3) liegt und stelle
ihn als Linearkombination der in Teil [(a)| konstruierten Basis dar.



Aufgabe G23 (Definitheit)
Untersuche, ob die Matrizen

-1 0 0 0 0 0 0

0 -2 1 1 1 1 0

320 _11_1388 0 1 -3 2 2 -10
A=(254), B=| . J , || ¢=[0 1 2 4 -2 -10
049 o o0 1 -1 0 1 2 -2 3 -10

0 1 -1 -1 -1 2 0

0o 0 0 0 0 0 1

positiv definit, negativ definit, indefinit oder keins von dreien sind.
Tipp: Fiir Matrizen M e R(Tm)x(n+m) qor Gestalt

w49

mit A € R™*"™ B € R™™™ und C € R™*"™ gilt, dass die Menge der Eigenwerte von M gerade die
Vereinigung der Eigenwerte von A und C ist (siehe Aufgabe H16).

Hausiibung

Aufgabe H22 (Orthonormale Mengen) (2 Punkte)
Sei S eine orthonormale Teilmenge von C". Zeige, dass S linear unabhéngig ist.

Aufgabe H23 (Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt) (2 Punkte)
Fiihre das Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt mit den Vektoren

1 —1
-2 10
) b2 - 0 ’ b3 — 0

0 4

by

N O N

aus.
Welches Problem tritt dabei auf und was ist dessen Ursache?

Modifiziere das Orthonormalisierungsverfahren so, dass es auch fiir die Vektoren by, bo, b3 eine
Orthonormalbasis von lin(by, b, b3) liefert.

Aufgabe H24 (Orthogonale Matrizen) (2 Punkte)
(a) Sei @ € R™ ™. Zeige, dass die folgenden zwei Aussagen #quivalent sind:

i. Die Spalten von @ bilden ein Orthonormalsystem.
ii. Die Matrix @ ist orthogonal.

(b) Sei A € R™™ orthogonal. Zeige, dass die durch A definierte lineare Abbildung
fR" - R":2+— Az
Léngen und Winkel erhélt, das heifit es gilt fiir alle z,y € R”

2]l = l[Az]] und  (z [ y) = (Az | Ay).
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