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Gruppeniibung

Aufgabe G9 (Minitest)
Es seien die folgenden Matrizen gegeben:

a=(3). m=tc 0. c= (50 p=(3 0 )

Welche Ausdriicke sind definiert?
O AD O BA 0O A+ B O D2 O CA

Seien A € R™, B € RE,. Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?
O (AB)T = ATBT
O (AB)' =BTA
O (AB)T = BT AT

Seien A, B € R}'. Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?
O (AB)"'=A"1B"!
O (AB)"'=pB"1Aa"!
O (AB)"'B=4A

Aufgabe G10 (elementare Matrixumformungen)
Gegeben sei die Matrix

a) Bestimme eine Matrix Ep;(4) € R, so dass das Produkt F9;(4) - A diejenige Matrix ist,
welche aus A entsteht, indem man das 4-fache der ersten Zeile zur zweiten addiert.

b) Bestimme eine Matrix Tjy € R%, so dass T - A diejenige Matrix ist, welche aus A durch
Vertauschen der ersten und zweiten Zeile entsteht. (T steht hier fiir Transposition)

Die gewonnenen Erkenntnisse wollen wir nun etwas allgemeiner fassen:

c) Sei A € Rund j,k € {1,...,n} mit j # k. Bestimme eine Matrix E;,(\) € R}, so dass fiir
jedes A € R} das Produkt Eji(\) - A diejenige Matrix ist, welche aus A entsteht indem man

das A-fache der k-ten Zeile zur j-ten Zeile addiert.

d) Sei j,k € {1,...,n} mit j # k. Bestimme eine Matrix T}, € R}, so dass fiir jedes A € R},
das Produkt Tjj - A diejenige Matrix ist, welche aus A durch Vertauschen der j-ten und der
k-ten Zeile entsteht.



e) Sei A € R\{0} und j € {1,...,n}. Bestimme eine Matrix D;(\) € R}, so dass fiir jedes
A € R} das Produkt D;(\) - A diejenige Matrix ist, welche aus A durch Multiplizieren der
j-ten Zeile mit A entsteht.

Aufgabe G11 (Matrizen)
Betrachten Sie die folgenden Matrizen:

123 2 1 1 2 2 0 1
A=1[21 2], B:=[13 2 1], c=1[12 3
3 2 1 41 2 3 1 3 2

(a) Berechnen Sie, falls moglich, folgende Summen: A+ B, A+ C und B + C.
(b) Berechnen Sie, falls moglich, folgende Produkte: A%, AB, BA, BT A und B2.

(c) Wie viele Operationen (Additionen, Multiplikationen) sind nétig, um die Summe zweier n xn-
Matrizen zu berechnen? Wie viele Operationen sind nétig, um das Produkt von zwei n x n-
Matrizen zu berechnen?

Aufgabe G12 (Lineare Abbildungen und Matrizen)
(a) Es sei ¢ : R? — R? die lineare Abbildung, welche die Spiegelung an der Winkelhalbierenden
des zweiten und vierten Quadranten beschreibt. Bestimmen Sie die zugehorige Abbildungs-
matrix, d.h. ermitteln Sie diejenige Matrix A, beziiglich der

x T
=A
v <y> ’ <y>
fiir alle (z,y)? € R? gilt.

(b) Die lineare Abbildung 1 : R? — R3 ist bestimmt durch

Ermitteln Sie erneut eine Matrix A, mit
T T
=A
v <y> v (y)
fiir alle (x,y)T € R2.

(c) Bestimmen Sie die zu 9 o ¢ gehorige Abbildungsmatrix.

Hausiibung

Aufgabe H9 (Vektorraum der linearen Abblidungen)
Seien V und W zwei Vektorrdume iiber K. Zeige, dass die Menge der linearen Abbildungen (Ho-
momorphismen) Hom/(V, W) zwischen V und W ein Vektorraum ist.
Hinweis: Seien f,g € Hom(V,W) und a € K, dann gelten die folgenden Definitionen:
Definition der Addition: f+g: (f + g)(z) := f(z) + g(z) Vz e V.
Definition der Skalarmultiplikation: - f : (o« f)(z) ==« - f(x) Ve e V.



Aufgabe H10 (Lineare Abbildungen)
Kreuzen Sie diejenigen Abbildungen an, die linear sind:
O ¢1:RP =R ¢i(z,9,2):=(+y, o +2z y—2)7,
O ¢2:R2 = R3 ¢ox,y) = (22, y2, z —y)7T,
O ¢3:R3 =R, @3(z,y,2) = 20@+y), z—y, v — 2, 2)T,
O ¢s:R — R ¢y(x) :=(0,z,22)7,
O ¢5:R —R?  ¢5(z) := ¢1(¢a(x)).
Bestimmen Sie fiir die linearen Abbildungen jeweils die darstellende Matrix (bzgl. der Standard-
basis) und die Dimension von Kern und Bild der Abbildung.

Aufgabe H11 (lineare Abbildungen)
Betrachten Sie die Vektoren vy := (1,0,0)7, vy := (1,1,0)T, v3 :=
Weiter sei ¢ : R3 — R3 eine lineare Abbildung mit ¢(vi) = (2,
o(v3) = (3,2,1)T.

1,1,1)T und vy := (3,2, 1)7T.

( )
1 2)T7 ¢(’U2) = (17271)T und

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren v1, ve, v3 linear unabhéngig sind.
(b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von ¢ (bzgl. der Standardbasis).
(c) Berechnen Sie ¢(v4).

Aufgabe H12 (Vektorraum Isomorphismus)
Laut Definition VIII.3.8 heifit eine lineare Abbildung f : V' — W Vektorraumisomorphismus,
wenn eine lineare Abbildung g : W — V existiert mit g o f = idy und f o g = idy. Vektorrdume
V und W heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus f : V — W gibt.
(a) Zeigen Sie, dass ein Vektorraumisomorphismus immer eine bijektive Funktion ist.

(b) Zeigen Sie, dass bijektive lineare Abbildungen Isomorphismen sind, d.h. dass die Umkehrab-
bildung auch wieder linear ist.

Aufgabe H13 (Matrizen)
Betrachten Sie fiir o € R die Matrix

1
A, =1
1

NN
S N

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von o € R
(a) die Determinante det(A,),
(b) den Rang, den Kern und das Bild von A,,
(c) das Inverse Aj!

und 16sen Sie die Gleichungssysteme

Az = (1,2,1)7 und Aoy = (2,4, -1)T.



