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Aufgabe 39 Divergenz
Berechnen Sie die Divergenz folgender Vektorfelder:
ryz + 2xy Ty
Fl(xvyv’Z) = 73323/71‘2 ) Fg(l',y,Z) = e ) F3(‘T’y> Z) = grad(:ﬂyz+ez)'
2z — 322 0

Losung:

divF, = yz + 2y — 2° + 1 — 62,
diVFQ =Y,

yz + e*
divF3 = div Tz = e,
Ty

Aufgabe 40 Satz von Gaufl am Einheitswiirfel
Berechnen Sie fiir den Einheitswiirfel W = [0, 1] und das Vektorfeld

F(X) = (a%y2,y)"

beide im Gaufy’schen Integralsatz auftretenden Integrale.
Losung:
Fiir den obigen Wiirfel ist der Satz von Gaufl mit

/// divF:// FT'N
w ow
gegeben. Fiir das Volumenintegral (die linke Seite) erhalten wir:
1 1 pl 1 1,1
///divF(:U,y,z)dfcdydz:/ / / 2z + z dxdydz
o Jo Jo o Jo Jo
1,1
:/ / 2z 4 z dxzdz
0 Jo

1 3
= 1 dz = =
/0 + 2z az 5
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Fiir das Integral iiber die Wiirfeloberfliche (die rechte Seite) erhalten wir, wie erwartet, das selbe

Ergebnis:
11 1 1 1 -1
// FTN:/ / F(1,y,2)T [0 dydz+/ / F0,y,2)T | 0 | dydz
oW 0o Jo 0o Jo
0 0
11 0 11 0
+/ / F(z,1,2)T | 1 dacdz+/ / F(z,0,2)T | =1 | dzdz
0o Jo 0o Jo
0 0
11 0 11 0
+/ / F(z,y,DT |0 dacdy—l—/ / F(z,y,007 | 0 |dzdy
0o Jo 0o Jo 1

1
11 11
:/ / 1dydz+//0dydz
0o Jo 0o Jo
11 11
—i—/ / zdxdz—i—//dedz
0o Jo 0o Jo
11 11
—i—//ydmdy—//ydxdy
0 Jo 0o Jo
1 1 1 3
1+0+2+0+2 5 5

Aufgabe 41 Satz von Gaufl am Zylinder
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes

durch die Oberflache des Zylinderausschnitts
Z ={(x,y,2): 2 +y°<a’und 0 < z < b}

von innen nach auflen. Verwenden Sie den Satz von Gau8.

Losung;:

Der Satz von Gaufl besagt, dass der Fluss durch die geschlossene Oberfliche gleich dem Volumen-
integral iiber der Divergenz des Feldes ist. Also:

//GZFTN:///ZdivF.

Fiir die Divergenz des Feldes erhalten wir:
divF(X) = 4z.

Mit Hilfe von Zylinderkoordinaten (x = rcosy,y = rsing,z = z, dV = rdr dypdz) lasst sich der
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Fluss durch die Oberflache schnell bestimmen:

// FTN:/// divF
87 z
= // 4z dxdydz
z
b r27 ra
= / / / 4dzr drdedz
o Jo Jo
b ra
= 87r/ / zr drdz
o Jo

= 2a’b?.
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Hausiibung

Aufgabe H41 Laplace-Operator (143 Punkte)
Berechnen Sie div(grad U) fiir die skalaren Felder im R3. Die Zuordnung U — div(grad U) heift
Laplace-Operator. Statt div(grad U) schreibt man auch AU.

a) U(X) = ze™Y
b) U(X) = f;—ﬁg , X #0 (Dipolpotential mit Achsenrichtung P € R3 )
Hinweis: PTX ist das Skalarprodukt (P, X) = (py@ + pyy + p»2).

Losung:
a) U, = 2wyze® Y, Uy, = 222"V, U, ="'V,
Ups = 2yzex2y + 4x2y226”2y y Uy = $4zexzy, U,, =0,
AU = Uy + Uy + U, = (2yz + 42?92 + 242)e”y.
b)
P-X _3
U(X) = XF - (Pat + pyy + p22)(@® + y? + 2°) 72

Fiir die partiellen Ableitungen in = erhalten wir:

_ 2 2 2 —§ 2 2 2 —é
Up =pz (2 +y° + 2°) "2 = 3z(pox + pyy + p22) (2 +y~ +2°)7 2
P PTx
= 3 — 22 5
[ X]| Xl

5
U = — 3pa2(2® + y* + 2%) 72 — 3(pox + pyy + p22) (2 + y* + 2%) 72

ot oot

7
— 3pxx(a:2 + %+ z2)72 + 15x2(pxx + pyy + pzz)(ac2 + %+ 22)72
6px  3PTX  152°PTX
== 5 5 T 7
1 X] 1 X1] 1 X

Die partiellen Ableitungen in y und z lassen sich ganz analog bestimmen und wir erhalten:

AU =Upe +Uyy + U,

6(pex + pyy +p22)  9PTX 152 + 2+ 22)PTX

1X11° 1X11° 1X1I”

15PTX 1522 +y* 4+ 22)PTX

- 7
1X11° X
_ 1PTX N 15PTX
1] 1X1]

Aufgabe H42 Satz von Gauf} in der Ebene (4 Punkte)
Berechnen Sie fiir die Kreisscheibe K : 2 + y? < 1 das Integral

// divF,
K

wobei das Vektorfeld F' gegeben ist mit

xesin(m‘?) ) 5 )
y€COS(7T’I‘2) ;o TT=Th 4y

F(l‘,y) = (
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Hinweis: Geben Sie zunédchst das Vektorfeld F' in Polarkoordinaten an. Verwenden Sie dann den
Satz von Gauf.

Losung:
Das Vektorfeld in Polarkoordinaten (x = rcosy, y = rsin ¢, dedy = rdrdp):

sin(mr?)
F(’[‘7g0): (’I"COSQOG 2>.

rsin gpecos(” )
Wir berechnen nun [[; divF mit dem Satz von Gaufl. Das heifit, wir berechnen die rechte Seite
/ / divF = | FT'N.
K oK
Durch iiberlegen kann man schnell die nach auflen zeigende Normale N auf dem Kreisrand aufstellen:
_ [cosp
Nip) = (sin go) '

Hier ist wichtig, dass || N|| = 1 gilt. Weiterhin ist » = 1 auf dem Kreisrand. Somit erhalten wir:

von:

// divF = F(r=1,9)TN
K 0K

2m .
= / (cos cpesm(”), sin gaecos(”)) (COS 90) dy
0

sin
2w
= / cos? ¢ +sin? p e Ldp
0

2 1 2
:/ congadap—i—f/ sin? ¢ de
0 e .Jo

1 1 . 2r 1.1 1. 2
= (580 T2 sin(2¢)) o T g(iSD 1 SIH(QSD))‘O
T
=77+ —.
e
Aufgabe H43 Fluss durch Zylinder (4 Punkte)
Berechnen Sie den Fluss des Feldes
V = (zy?, 2%y, y)"
durch die Oberfliche des Zylinderabschnitts
B={(z,y,2): 2> +y* <lund — 1 < z < 1}
von innen nach auflen.
Hinweis: Nehmen Sie den Satz von Gauf3 zu Hilfe.
Losung:
zy?
Der Fluss des Feldes V = [ 22y | durch die Oberfliche des Zylinderabschnitts B lisst sich mit
Yy

dem Satz von Gauf3 berechnen:

// VIN = /// divV = ///(x2 + y?)dxdydz.
0B B B
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Mit Zylinderkoordinaten (x = rcos,y = rsinp, z = z, drdydz = r drdedz) erhalten wir

1 p2r 1
///(3102 + yz)da:dydz = / / / (r2 cos® v+ r? sin? ) rdzdedr
o Jo J-a1
B

1 p2r 1
= / / / r3 dzdpdr = .
o Jo J-1

Alternativ hiitten wir auch das Oberflichenintegral [[ VT N bestimmen kénnen: die Parametrisie-

0B
rung von 0B ist
Cos ¢
F(p,z) = sing : [0,27] x [-1,1] —» R?
—_——
z =D

N = F,xF, = (cosep,sine,0)".
Dann gilt

/ VINdo = / VI Ndepdz

dB D
1 .o [COSEQ sin? ¢ CoSs
= / / cos? psing | - | sing | dpdz
—1J0 sin ¢ 0
2 _ 1 2
= 2 i 2cos? psin® pdy mit [ C,OS2 . 15(1 * COS2 ?)
0 sin® ¢ = 5(1 — cos” p)

= /027r (% +cos4g0)d<,0 = .

Jetzt fehlt noch der Fluss durch den Boden und durch die Decke des Zylinders. Fiir den Fluss
durch den Deckel (z = 1) erhalten wir:

1 on [cos@sin?p 0
/ / cos? psing | - [ 0| r dedr = 0.
0 /o sin ¢ 1

Und fiir den Fluss durch den Boden erhalten wir ebenfalls Null:

1 on [cos@sin?p 0
/ / cos?psing | - | 0 | r dpdr = 0.
0 /0 sin ¢ -1

Fiir die Hausiibungen dieses Ubungsblattes ist kein Riicklauf mehr vorgesehen. Die Hausiibungen von
diesem Blatt werden aber ganz reguldr bepunktet und flieen in die Gesamtpunktzahl mit ein. Das
letzte Ubungsblatt (Blatt 13) wird keine Hausiibungen mehr enthalten.



