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Aufgabe 32 Arbeitsintegrale
Berechnen Sie jeweils das Integral [, F'-dX fiir die Funktion F(z,y) := (z,2y)” und die folgenden
Wege von (0,0)” nach (1,1)7:

a) X1(t) == (t,t)T mit t € [0,1],
b) Xo(t) := (t,t3)T mit t € [0,1],

¢) die Kurve mit Spur K = K3 U Ky, wobei K3 die Spur der Kurve X3(t) := (¢,0)7 mit ¢ € [0, 1]
und K4 die Spur der Kurve X4(t) := (1,¢)T mit ¢ € [0, 1] bezeichnet.

Lésung:

a)
1 1 1
— / _ 2\T T _ 2 _
/KF-dX_/O <F(X(t)),X(t)>dt_/0 (62T, (1,1) >dt—/0 t+ 12 dt =56 .

1
/ F-dX :/ ()T, (1,26)T) dt =90
K 0

/F-dX:/ F-dX3+/ FodXy=1f+1=1.
K K3 Ky

Aufgabe 33 Potenziale
Berechnen Sie, sofern mdglich, die Potenziale der folgenden Vektorfelder:

a) F(z,y) = (2x,2y)" b) F(z,y) = (2y,22)"
¢) F(z,y) = (z,zy)’ d) F(x,y,z) = (zcosy, —zxsiny + z, xcosy + y)T .
Losung:

(a) pla,y) =2 +y* +C

(b) p(z,y) =22y +C

(¢) kein Potentialfeld

(d) p(x,y,2) =xzcosy+yz+C
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Aufgabe 34 Gravitation

a) Befindet sich ein Punkt P mit der Masse m an der Stelle X, so iibt die Erde auf P die Anzie-

hungskraft
F(X) = em
=m—-=
X1
aus, wobei ¢ € R eine Konstante ist. Zeigen Sie, dass das Vektorfeld F' ein Potenzial besitzt.

b) Sei h: RT™ — R differenzierbar. Zeigen Sie, dass das Vektorfeld
F:R"—>R" F(X):=h((|X]]) X

ein Potenzial besitzt.

c) Bestimmen Sie fiir das Vektorfeld F' aus Teil a) die Potenzialfunktion.

d) Bestimmen Sie die Arbeit, die Sie verrichten miissen, um eine Punktmasse der Masse m von
einer Hohe hy {iber dem Erdmittelpunkt auf eine Hohe hg zu beférdern (Erdradius = R < hy <

ha).

e) Bestimmen Sie die Arbeit, die Sie verrichten miissen um eine Punktmasse der Masse m unendlich
weit von der Erde zu entfernen. Mit welcher Geschwindigkeit muss die Punktmasse von der

Erdoberfliche aus bewegt werden?

Lésung:
a)
(xla Z2, x3)T

3
| (@1, 22, 23)T |

X
F(X) = (f1, f2, f3)" = em =
|1 X2
Es gibt ein Potenzial, da:

ofs  0fr 3o TLE2 ofi  0fs 3oy TLE3 Ofs  0fs

or1 0wy CUVIXIP Ows 0w X|P Owa  Ows

€23

—3cm .
1X1P°

Nochmal ausfithrlich fiir z.B. g%

3
ofh _ i(cm n 3) :cmmli(x%—l-x%—l-:v%)_?
8953 8953 /l’% + x% + .CC% 81‘3

5
= —3emaiaz(zt 4+ 23 +23)72 = —3em s =
\/x% + x% + x%
13
= —3cm =
Xl

b) Fiir F(X) = (f1, fa, - fn)T = h(||X]|) - X zeigt sich mit Hilfe der Kettenregel:

Ofi _ 0 |
5, = 71X D,
0

= @i (1X1) 5~ (1X1)
J
;T4
= WX D

Wenn wir die Indizes vertauschen, sprich % bestimmen, erhalten wir das gleiche Ergebnis.

. . Of; af;
Somit gilt ij =50
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c) Gesucht ist das Potenzial ¢ von F(X):

f a
Yz, = f1=cm——m73
B4

z1
(X)) = cm/d:pl
1X1I°
= cm/xl(a:% + 23 + x%)’%dxl

1
= —cm(:c% + x% + :c%)*i + (2, z3)

L4 (22, 73)
= —CM~— C\T2,T3
[ X1l

Durch partielles Ableiten von ¢(X) nach x9 und gleichsetzen mit fy erhélt man
T2
f 2 =CM———3 = Py
X

3
= C’I’I’Ll‘g(l‘% + ﬂ:% + x%)_i + (w9, 23)

T
= cm723 +d(x9,23) = (x9,73) =0

Jetzt noch d(z) bestimmen:

fa=cm Py

3
B
= cmas(z? + 23 + x%)*% +d'(x3)
= cmyf{j3 +d(z3) = d'(x3)=0

d(x3) = /deg = const..
Und wir erhalten fiir das Potenzial:

1
o(X) = —em——— + const..
X

d) Jeder mogliche Punkt X auf einer Hohe h hat den Abstand h zum Ursprung. Damit ist || X || = h
und die Arbeit kénnen wir direkt iiber das Potenzial bestimmen:
1 1

W = o(hs) — o) = em( - — ;).

e) Mit dem Ergebnis aus d) erhalten wir:

et on(h 1) =

Mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes lasst sich die Geschwindigkeit v bestimmen:

cm 1 2c
Epot = Ek‘ZTH f = §m1)2 =V = E
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Hausiibung

Aufgabe H34 Lineare Vektorfelder (14+2+1 Punkte)
a) Gegeben sei das lineare Vektorfeld

F(z,y,2) = (Tx + 6y + 82+ 3,azx + 5y + 4, bz + cy + 92)7 mit a,b,c € R.

Bestimmen Sie a, b und c derart, dass F iiber ein Potenzial ¢ verfiigt.
b) Bestimmen Sie ¢.
¢) Geben Sie F(z,y, z) in Matrix-Vektor-Notation an, sprich

F(X) = AX + B.

Welche Figenschaft muss fiir die Matrix A allgemein gelten, damit F iiber ein Potenzial verfiigt?
Geben Sie auch ¢(X) in Matrix-Vektor-Notation an.

Lésung:
a) a=6,b=8und c=0
b) ¢(x,y,2) = %mz +5y2 4+ %22 + 62y + 8xz + 3z + 4y + const.

c)

6 8 3
5 0| X+ |4
09 0

F(X) =

0 O

Die Matrix A muss symmetrisch sein.

1
o(X) = 5XTAX + BT X + const. =

N |

76 8
X"[6 5 0| X+ (3 4 0)X + const.
8 09

Aufgabe H35 Arbeitsintegral und Potenzial (241+1 Punkte)
Gegeben sei das Vektorfeld

und der durch die Kurve
X(t) = (t,2,tHT fir te0,2]
gegebene Weg W.
a) Bestimmen Sie das Wegintegral [, F'- dX.
b) Besitzt F ein Potenzial p? Bestimmen Sie es gegebenenfalls.
c) Berechnen Sie unter Verwendung von b) das Wegintegral fW F - dX lings des Weges W, der
die Punkte P; = (0,0,0) und P> = (2,4, 16) verbindet.
Losung:

a)

2 2
/F.dX:/ <F(X(t)),X’(t)>dt:/ ((2t+1% 262 +¢° 63T (1,2¢, 46%)T ) dt
w 0 0
j, =148 .

2
:/ 2t+4t3+7t6dt:t2+t4+t7’
0



10. Ubung Mathematik II fiir MB

b) F besitzt ein Potential ¢, da R? offen und einfach zusammenhingend ist und weiterhin gilt

Ofi _0f2 _
8y_8x_z’
Ofi _ 9fs _
8z o0z
Ofs _ 0fs _
8z_8y_$

Das Potential ¢ hat die Form

o(r,y) = z? + y2 + zyz 4+ const..

/ F-dX = / (P(X(8))dt = p(2,4,16) — ©(0,0,0) = 148.
w w

Aufgabe H36 Potenzial (2-+2 Punkte)
Gegeben sei das Vektorfeld Fj(x,y) = (e*TY + azy, 1Y 4 22)7
mit einem freien Parameter o € R.

a) Bestimmen Sie o derart, dass F,, ein Potenzial besitzt. Bestimmen Sie dieses Potenzial.

b) Berechnen Sie fiir = 0 und X (t) = (¢2,¢3)7, t € [0, 1], das Kurvenintegral
W= /FO(X)-dX,
K

indem Sie Fy geeignet als Summe zweier Vektorfelder schreiben.
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