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Aufgabe 29 Parameterintegrale
Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils deren Ableitung ¢’ explizit. Geben Sie zwei
Losungswege an:

1. Indem Sie ¢g(y) bestimmen und ableiten.

2. Indem Sie den Integrand partiell differenzieren.

a) g(y) = 07r/2 f(z,y)dz mit f(z,y) =sinzcosy.

b) g(y) = [ f(x,y)de, wobei f(z,y) = (1—y*)(1 - 22y + 22).
Loésung:

(a) Direktes Ausrechnen liefert g(y) = cosy, also ¢’(y) = —siny. Die Formel aus 8.3 des Skripts
nennt die Vorraussetzung, dass 0f/0y existieren und stetig sein muss. Hier erhélt man

b
gy) = ) gg(x,y)dw
= —/2 sinzsinydr = —siny.
0

(b) Direktes Berechnen von g(y) ergibt —% +y+y’+ % —yt—2y° + % + 9y — %, somit
g'(y) = 1+ 2y +4y* — 4y® — 10y* + 2¢° + 8y™ — 3y°.

In 8.5 des Skripts steht: falls

1. 0f /0y existiert und stetig ist

2. d'(y),V (y) stetig sind

dann ist g(y) differenzierbar und es gilt

b(y)
g'(y) = /a(y) gidx + f(b(y), »)V'(y) = fla(y), y)a' (y).

Speziell in unserem Fall ist

b(y)
/ gd$:1+4y2—4y3—4y4+4y7—y8
a(y) 9y
und
FOW), Y (y) — flaly), v)d'(y) =2y (1 —¢°) (1 - 2° +¢*)
=2y — 6y" +2° +4y" — 2%

Was wie erwartet das gleiche Ergebnis fiir ¢/(y) liefert.
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Aufgabe 30 Kurvenintegrale
Zwei Hochspannungsmasten stehen d = 100 m voneinander entfernt. Die Leitung héngt in der
Mitte durch. Die entstehende Kurve wird durch die Funktion

y = f(x) = a-cosh(x/a)

fir —d/2 <z < d/2 und dem Parameter a € R beschrieben. Die Masten stehen bei z = —d/2 und
x = d/2. In der Mitte zwischen den beiden Masten (z = 0) befindet sich die Leitung in einer Héhe
von 48 m.

(a) Fertigen Sie eine Skizze an. (b) Bestimmen Sie den Parameter a.
(c) Wie lang ist die Leitung?
Losung:

(b) 48 m = f(0) = acosh(0/a) =a

(c) Wir berechnen die Lénge des Weges X (t) = (¢, acosh(t/a))’:

X'(t) = (1,sinh(t/a))" X' (8)|| = /1 + sinh?(¢/a) = cosh(t/a) .

Als Wegladnge L ergibt sich also

/2 /2 /2
L= / HX’(t)H dt = / cosh(t/a) dt = asinh(t/a)‘ = 2asinh(d/2a) ~ 119,09 m .
—d/2 —d/2 —d/2

Aufgabe 31 Klausuraufgabe (30 Minuten)
Gegeben sei die Funktion

fla,y) =a® +y* - ay?
und die Kurve
X, (t) = [etcost, e tsint]T,t € [0,7].
a) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen von f, die von Null verschieden sind.
b) Geben Sie die Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt (zo,yo) = (0,1) an.

c) Geben Sie die Hesse-Matrix von f an und bestimmen Sie alle drei kritischen Punkte von f
sowie deren Charakter.

d) Berechnen Sie die Lange L, der Spur der Kurve X, sowie den Grenzwert lim, o L;.

e) Geben Sie ein Vektorfeld F' an, das f als Potenzial besitzt. Berechnen Sie das Arbeitsintegral
W, von F entlang der Kurve X, sowie den Grenzwert lim, ., W,.

Losung:

a) fo=2x—y> f,=2y— 2y,
f;tz:2a fxy:fyx:_2y7 fyy:2_2$7
f:t:yy = fyxy = fyyz = -2

b) Es gilt fiir f am Entwicklungspunkt Xy = (0, 1):

f(XO) =1, fI(XO) = —1, fy(XO) =2,
f:m?(XD) = 27 fyy(XO) = 27 fxy(XO) _27
Jayy(Xo) = —2

und man erhilt damit fiir die Taylor-Reihe

T(f,(0,1)=1—z+2(y— 1)+ 22+ (y—1)? = 2z(y — 1) — z(y — 1)%
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20 2 —2y
Vf—<_2y 2—2x

V=022 -y*2y—2xy) =0

Nullsetzen von V f:

ergibt die drei Losungen (z,y) € {(0,0), (1,4v/2)}. Bestimmen der Eigenwerte liefert die Art
des jeweiligen Extrempunktes.

(2, y) V3 f EW (V2f) | Typ

(0,0) ( g g ) 2,2 | Minimum
(1,v/2) ( _22\5 _20\@ ) 4, -2 Sattelpunkt
(1,—V?2) < 2\2@ 2‘()@) 4,—2 | Sattelpunkt

d) Mit

X, (t) = (—e"cost — e Fsint, —e 'sint + e cost)”,
| X/(8)|| = Ve 2t(—cost —sint)? + e~2(—sint — cost)? = V2e

erhalten wir fiir die Linge L, = v/2 (1 —e™"). Der Grenzwert ist V2.
e) f ist Potenzial von F (nach der Definition) gerade dann, wenn Vf = F7 gilt, also

F = (22 —12 2y — 2zy)T.

Das Arbeitsintegral ist nach seiner Definition in 9.6 des Skripts

W, = /0 P(X, (1)) - X' (t)dt.

Mit Hilfe des Potentials f vereinfacht sich die berechnung zu

W, = / = f(X(r)) - F(X(0)
= f(e " cosr,e” smr) f£(1,0)
=e 2 cos’r+e sin®r —e  cosrsin’r — 1
=e 7 — e cosrsin’r — 1

=-1 fir r — oo.
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Hausiibung

Aufgabe H31 Kurvenintegrale (142 Punkte)
Wir betrachten einen (ndherungsweise) geraden, unendlich langen Leiter, durch den ein konstan-
ter Strom [ flielt. Wir nehmen an, der Leiter liege in der z-Achse. Dann wird das entstehende
Magnetfeld durch die Funktion

1 —y x T
Fla.y.2) = %<x2+y2’x2+y2’0)

beschrieben. Sei K eine kreisformige Kurve parallel zur xy-Ebene mit Radius r > 0 und Mittel-
punkt auf der z-Achse.

a) Parametrisieren Sie die Kurve K.
b) Berechnen Sie das Kurvenintegral [, F'-dX.

Lésung:

a) Fiir den Mittelpunkt (0,0, 29) hat die Kurve z.B. die Parametrisierung X (t) := (r cost,rsint, z9)T
mit ¢ € [0, 27].

b) Mit obigem Weg gilt F(X(t)) = %(%mt,%s’f,O)T und X'(t) = (—rsint,rcost,0)”. Somit
folgt

27
/F-dX:/ (F(X(8), X'(1) ) dt
K 0

I

27 :
—sint cost T
= — << ,—,0) ) (—rsint,rcost,O)T>dt

21 Jo r r

I 2 I 2
= — sin2t+0052tdt:/ 1dt=1.
27T 0 27T 0

Aufgabe H32 Kurvenintegrale (3 Punkte)
Wir betrachten die Kurve K von (0,0,0)” nach (2,0,1)”, die sich aus dem Weg X;(t) := (2% —
t,t2, )T mit t € [0, 1] und dem Geradenstiick von (1,1,1)7 nach (2,0,1)7 zusammensetzt. Berech-
nen Sie das Kurvenintegral | i I dX fiir das Vektorfeld

F(z,y,2) = 2z +yz,y* — 24, zz8)T .

Losung: Das zweite Geradenstiick wird durch X»(t) := (1+¢,1—t,1)7 mit ¢ € [0, 1] parametrisiert.
Dann gilt
F(X,(t) = (¢34 4t% — 2t,0,2t* — )T

und
F(Xo(t)) = (t+ 3,62 —2t,t + 1)T.

Weiterhin ist X](¢) = (4t — 1,2t,1)T und X4(t) = (1, —1,0)7 und somit

1 1
[ peax = [ (PCam).Xi0) der [ (), X300)) d
K 0 0

1
:...:/ 6t° + 14t% — 13t + 5t +3dt = --- = 8.
0
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Aufgabe H33 Extremwerte und Taylorpolynome (24341 Punkte)
Betrachen Sie die Funktion f : R? — R mit

Fx,y) = a2V (y — 3) — 142

a) Berechnen Sie den Gradienten V f(z,y) und die Hessematrix V2 f(xz,y).
b) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f und deren Art.

c) Berechnen Sie die Taylorreihe T f und das Taylorpolyon T3 f von f im Entwicklungspunkt (0, 0)
mit Hilfe bekannter Reihen.

Losung:
(a)

folm,y) = 22eV2(y = 3),  fy(z,y) = 322V (y —1) —y,
foa(z,y) = 2eV2(y = 3),  fuyla,y) = ze??(y — 1), foy(@,y) = 222e¥2(y +1) — 1.

Als Gradient und Hessematrix ergibt sich somit

2e¥/2(y — 3 ze¥?(y — 1
Vf(m,y) = (2xey/2(y - 3)7 %12611/2(y - 1) - y) ) VZf(fL',y) - (xey/2EZ . 1; 1x2ey/2<;y+ 1))_ 1
4

(b) Nullsetzen des Gradienten liefert

2ae¥/?(y — 3) =0,
%1‘2ey/2(y —1)—y=0.

Die erste Gleichung kann nur fiir z = 0 oder fiir y = 3 erfiillt werden. Fiir = 0 erhalten wir
nach dem Einsetzen in Gleichung zwei die kritische Stelle (0,0).

V2£(0,0) = <_06 _01>

zeigt das es sich hier um ein lokales Maximum handelt, da beide Eigenwerte negativ sind.
Fiir y = 3 erhalten wir x = £,/ 63% Auch fiir diese zwei Punkte betrachten wir die Hesse-

matrix. Fiir (,/63%,3) erhalten wir

3 .3/2
v/ = L We
e3/2’ 9 3/2 )

3
23/2€

und detVQf(,/ez%,B) = —12¢3/? < 0. Somit liegt hier ein Sattelpunkt vor. In (_‘/J’%’S)

ist die Hessematrix mit
3 _3/2
SR L G
3/2 _9 &%63/2 9

gegeben. Man sieht das auch hier die Determinate negativ wird und ein Sattelpunkt vorliegt.

)
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(c) Mit der Reihendarstellung der Exponentialfunktion erhalten wir Aufgrund des Entwicklungs-
punktes (0,0) direkt die Taylorreihe
20 L Y, W27 (y/2)° 12
flz,y) == (1—!—5—1— o T+ 3l +.)(y—3)— 35y
Tf(z,y)) = —3z% — %yQ + 2y — %xzy + %xzyQ + ...

Fiir das Taylorpolynom dritter Ordnung suchen wir uns die bendtigten Terme aus der obigen
Reihe zusammen:

Tsf(z,y)) = —32° — $y°.



