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Aufgabe 26 Extremwerte
Bestimmen Sie ohne Berechung des Gradienten oder der Hessematrix (z.B. anhand einer geeigneten
Skizze) die Art des kritischen Punktes (0,0) der folgenden Funktionen:

(a) f(x,y) = 2y, (b) f(z,y) :==x* -y, (c) f(z,y) =z +y?
(d) f(z,y) = V1= x? — 2, (e) f(z,y) = cos(zy)sin(zy), (f) f(z,y) = xr“‘ sin(zy).
Losung: 1 |

(oS
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Aufgabe 27 Definitheit
Welche der nachfolgenden Matrizen sind
a) positiv definit b) negativ definit ¢) indefinit d) nichts davon?
Begriinden Sie Thre Aussage!

—4 =2 4 1 3 2 -3 5
A1_<8 1)7 A2_<1 1)7 A3_<6 4)7 A4_(6 4)7

—2 -1 -3 0 -3 0
As=| -1 =2 0 |, Ag=|[ -3 -4 1
3 0 -2 0 1 0

Tip: Jede rationale Nullstelle eines normierten Polynoms (hochster Koeffizient ist 1) mit ganz-
zahligen Koeffizienten ist ganzzahlig und Teiler des Absolutgliedes (Absolutglied=Koeffizient von
29).

Lésung:

Fiir die 2 x 2-Matrizen kann nur bei der zweiten (die symmertrisch ist) die Regel aus 7.5 des Skripts
verwendet werden:

det Ay =3 >0 und (Ag2)11 >0 = A positiv def.

Fiir die restlichen und die 3 x 3-Matrizen gilt:

Matrix det(4; — AE)) EW Typ
Ay 1243\ + A2 % (—3 + z\/@) nichts davon
As 3—5X+ A2 % (5 + \/ﬁ) pos. def.
As —TA+ N2 7,0 nichts
Ay —42 — X 4 N2 7,—6 indefinit
As 12—-2XA—6X2 — X3 | —2—10,-2, -2+ /10| indefinit
Ag 100 + 15X — 6X2 — X3 | —2 — /14, -2+ /14,0 indefinit

Aufgabe 28 Temperaturverteilung
Eine rechteckigen Platte D := {(z,y) € R?: 0 <z < 1, |y| < 1} habe die Temperaturverteilung

T(x,y) =1 —4In*(z + 1)y?, fiir (z,y) € D.

a) Skizzieren Sie die Temperaturverteilung durch einige Isothermen, d.h., Linien konstanter Tem-
peratur.

b) Bestimmen Sie alle Extrema und deren Art innerhalb des Rechtecks.

¢) Bestimmen Sie alle Extrema auf dem Rand des Rechtecks.

d) Geben Sie die globalen Maxima und Minima an.

Losung:

a) Wir setzen 1 — 41n(x 4 1)y? = ¢ < 1. Wir 16sen nach x auf:

1 — C +V/1—c

In? (;p + 1) 43/2

b) VT = (-8 2=V g (In(z + 1))%y)

Nullstellen aus 1. Komponente (z,y) € {(u,0) € R?} oder (z,y) € {(0,v) € R?}
Nullstellen aus 2. Komponente (x,y) € {(u,0) € R?} oder (z,y) € {(0,v) € R?}
Daher sind alle Punkte in Ny, := {(z,y) € R? : y = 0,0 < x < 1} kritische Stellen. Die
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Abbildung 1: Temperaturverteilung T'(z,y) aus Aufgabe 28.

iibrigen liegen auf dem Rand.

— y? In(z+1)y? _1p In(z+1)y
V2T = ( 8 (z+1)? +8 (z+1)? 16 z+1 )
)y

1 1
—16 2t —8 (In(z + 1))

Leider ist fiir alle (z,y) € Ny, der Term det(V?T(x,y)) = 0. Daher miissen wir uns die Stellen
separat anschauen. Aber fiir alle x € Ny ist T'(x,y) = 1. Daher handelt es sich um lokale
Maxima. Da die Funktion nirgends gréfser wird sogar um globale.

Setze zuerst = 1. Dann bleibt T(1,y) = 1 — 4In(2)?y?. Daher Randmaximum bei (1,0, 1)
und zwei Minima bei (1,41,1 — 4In(2)2. Der dritte Wert in der Klammer entspricht dem
Funktionswert.

Nun sei = 0. Dann bleibt 7(0,y) = 1. Daher Randmaximum fiir alle (x,y) € {(0,v) € R?}.
Falls y = +1. Das gibt T(z,1) = 1 — 4In? 2 und deshalb keine neuen Randextrema.

d) Globale Maxima bei (0,y,1) und (x,0, 1), globale Minima bei (1,41,1 — 41n(2)?).
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Hausiibung

Aufgabe H27 Extremwertaufgabe (2 Punkte)
Zerlegen Sie die Zahl 12 in drei echt positive Summanden, so dass das Produkt der Summanden
moglichst grofs ist.

Lésung:
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Aufgabe H28 Ausgleichsrechnung (14+1+41 Punkte)

Wird ein Fahrzeug aus der Geschwindigkeit v auf Stillstand abgebremst, so setzt man fiir den
Bremsweg y in Abhingigkeit von v folgende Gesetzmifigkeit an:

y = av’ +bv .
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Zur Bestimmung von a und b werden 3 Messungen durchgefiihrt:

wlm: 9 17 25
yilm]: 3 9 14

Da die Messungen ungenau sind, gibt es kein Tupel (a,b) € R? sodass y; = cwi2 + by; fur alle
1 = 1,2,3 gilt. Gesucht ist deswegen die "im quadratischen Mittel beste” oder ”ausgleichende”
Wabhl von (a,b), d.h., es wird das Minimum der Funktion

3
R? 5 (a,b) — Z(yz‘ — av? — bu;)?

i=1
gesucht.
a) Dieses Problem lisst sich allgemein als Minimalproblem formulieren:

Gegeben sei eine n x m-Matrix A mit n > m und ein Vektor Y € R". Gesucht ist ein Mininum
der Abbildung R™ > X ~ ||Y — AX]||%.

Bestimmen Sie die Matrix A und den Vektor Y fiir das obige Problem.
b) Zeigen: Sie Xy € R™ 16st das Minimalproblem genau dann, wenn AT AX, = ATY.

c¢) Losen Sie das Minimalproblem fiir obiges Beispiel.

Loésung:
9% 9
a) A= (172 17| und Y = (3,9,14)T.
252 25
;. (Y=AX)T . 1 T T AT . . .
Beachte (HY — AX”) = m(—A) = —m(y A- XA A) Hierbei wurde die
Kettenregel verwendet (AX ist die innere Funktion) und die Ableitung fiir die Norm (Skript
S23 5.1).
1
(Y —AX|) =0 < —m(yu —XTATA) =0 & —YTA+xTATA=0

s YTA=XTATA & ATy =A4TAX

Bemerkung: Anstelle der Minima von ||Y — AX|| kann man auch die von ||Y — AX||? suchen.
Letzteres abgeleitet ergibt direkt Y7A — XT AT A.

b) Lost man das LGS, das sich in b) ergibt erhélt man

1
= 102
(a.0) = 553575 (33065, 1025639)

= (0.0102,0.3154).

Aufgabe H29 Extremwertaufgabe und Polarkoordinaten (6x1 Punkte)
Wir betrachten die Funktion f(z,y) := (322y — 3®)2¢ %" und wollen die lokalen Extrema
bestimmen. In Abbildung 2 sehen Sie eine Darstellung des Graphen der Funktion. Man sieht,
dass die Funktion Drehsymmetrien aufzuweisen scheint. Wir betrachten deshalb die Funktion in
Polarkoordinaten.

Die Funktion P : [0,00) x [0,27) — R? mit P(r,¢) := (1 cos¢,rsing) rechnet Polarkoordinaten
in kartesische Koordinaten um.

a) Bestimmen Sie die Ableitung V f(z,y) von f.
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b) Bestimmen Sie die Ableitung DP(r, ) der Funktion P.
c) Zeigen Sie mit Hilfe der Kettenregel, dass im Punkt (z,y) = (r cos ¢, rsin p) gilt

W“’ p) = fulw,y) cos o+ fy(z,y)sing,
a(J;;P)(?”, ©) = r(—fz(x,y)sinp + fy(x,y) cosp) .

(Vergleichen Sie ggf. mit Threr Formelsammlung.)

d) Berechnen Sie die Verkettung fo P und deren Ableitung. Vergleichen Sie mit der in c) gezeigten
Ableitungsregel. Hinweis: Nutzen Sie zur Vereinfachung sin(3¢p) = sin (3 cos? ¢ — sin? ).

e) Bestimmen Sie die kritischen Stellen von f, indem Sie die kritischen Stellen von fo P berechnen.

f) Bestimmen Sie die Art der kritischen Stellen anhand der Skizze.

2 —
1.5 ['Q\
| 0”\\\ I;"‘ ‘\‘
0.5 7/
.:,,,f",‘;% ‘\Q\

0 ‘ ‘\\\
Nfz.t... Z "o

Abbildung 2: Graph von f(z,y) = (3z%y — y3)26_x2_y

Lésung:

fo(,y) = 229732 — y2)e™ V(6 — 327 + ) ,
fy(zy) = 2y(32% — y?)e ™ (32 — 3y® — 30%y? +47) .

_ [cosp —rsing
DP(r,¢) = <sin<p rcoscp) '

¢) Nach der Kettenregel gilt

((fo P)p(r,p) (foP)plr,)) = V(foP)(r,p) = VF(P(r,¢)) - DP(r,¢) = Vf(z,y) - DP(r, )
= (fw(x,y) fy(x’y)) . <Cf>sg0 —rsm<p> '

singp rcosp

Der erste Eintrag von V(f o P) ist die partielle Ableitung a(éip) (r,p), der zweite Eintrag ist

8%7;]3)(7", ¢). Die zu zeigende Gleichung ergibt sich dann durch Ausmultiplizieren der Matri-
xeintrage.
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d)
(fo P)(r,¢) = f(rcosp,rsing) = %™ sin? p(3 cos® p — sin® )2 = 1P~ sin?(3y) ,
W(“ ©) = (6 — 2r2)rPe" sin?(3y)
8(];;]3)(7«7 ©) = 6r% " sin(3¢p) cos(3p) = 3rSe " sin(6¢)

e) Die Funktion f hat an einer Stelle (rcos g, rsin ) genau dann einen kritischen Punkt, wenn
f o P an der Stelle (r,¢) einen kritischen Punkt hat. In diesem Fall gilt a(foP) (r,p) =0=
8(357;]3)(7', ). Die partielle Ableitung nach r verschwindet genau dann, wenn 7 = /3 oder r = 0
oder sin(3¢) = 0 gilt. Die partielle Ableitung nach ¢ verschwindet genau dann, wenn r = 0
oder sin(6p) = 0 gilt. Wir unterscheiden deshalb mehrere Fille:

i. Als erstes betrachten wir den Fall » = 0. In diesem Fall hat (f o P) fiir jeden Wert von ¢
einen kritischen Punkt in (0, ¢). Fiir die Funktion f folgt, dass (0,0) ein kritischer Punkt
ist. (Diese kritische Stelle taucht auch im néchsten Fall auf. Deshalb werden wir sie im
Folgenden nicht mehr gesondert behandeln.)

ii. Als zweites betrachten wir die Fille mit sin(3p) = 0, d.h. ¢ € {0 m, 37'(' m, 37r 7r} In
diesen Fillen gilt auch sin(6¢) = 0 und somit verschwinden beide partlellen Ableitungen,
d.h. fiir diese Werte von ¢ und beliebige Werte von 7 ist (r, ) eine kritische Stelle von
(f o P). Fiir die Funktion f folgt, dass die 3 Geraden

(t,0), (2 ) th) (*%\/gt, %t)

mit ¢t € R aus kritischen Stellen bestehen.

iii. Als drittes betrachten wir die Fille mit » > 0 und sin(3¢) # 0 und sin(6p) = 0, d.h.

(NS { %7’[‘, %71’, %77, %7‘(‘, %ﬂ', %ﬂ' } In diesem Féllen verschwindet die erste Ableitung genau

dann, wenn r = /3, d.h. die Punkte

(Vaim,  (Bdm. (Bgn. (Bim. (Aim, (VB4
sind kritische Stellen von f o P. Fiir die Funktion f sind also die Punkte

BB, VD, CWAED. CLWE. 0B, (1B

kritische Stellen.

f) In der Skizze sieht man, dass auf den Geraden aus kritischen Punkte lokale Minima vorliegen.
Auf diesen Punkten ist f konstant Null. Die 6 isomierten Punkte sind lokale Maxima von f.

Aufgabe H30 Multivariate Taylorpolynome (Wdh - 0 Punkte)
a) Sei
[iRP =R, f(z,y,2) = ay°2".

Bestimmen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 2 von f. Verwenden Sie dieses anschliefsend,
um 1.002 - 2.0032 - 3.0043 niherungsweise zu berechnen.

b) Berechnen Sie das Taylorpolynom von Ordnung 4 der Funktion

fR* =R, fz,y) = exp(z?y).
Tip: Taylorreihe von exp(z).

Losung:
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a) Das Taylorpolynom von Ordnung 2 von f an a = (ay, az,as) ist

Tif((z1,29,23),a) = f(a) + i f(a)(z1 —ar) + daf(a)(x2 — az) + d3f(a)(x3 — as)

= alagag + a%a%(ml —ay) + 2a1a2a§(m‘2 —az) + 3a1a§a§(x3 —as).

Wir erhalten

1.002 - 2.0032 - 3.004°

£(1.002,2.003, 3.004)

11 f((1.002,2.003, 3.004), (1,2, 3))
1-22.3%422.3%.0.0024+2-1-2-3%-0.003 +
+3-1-22.32.0.004

= 108 + 108 - 0.002 + 108 - 0.003 + 108 - 0.004

Q

= 108.972.
- 2" - (@%y)"
b) Esist exp(z) = Z — also exp(z?y) = Z - Dabher ist das Taylorpolynom von Ordnung
n! n!
n=0 n=0

4 von f an (0,0)
T4f(($7 y)a (07 0)) =1+ ny-



