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Aufgabe 19 Jakobi-Matrix
Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
(a) [ 1 B2 — R, f(z,y) = (ay, cosh(zy), log(1 +2?)
(b) g:R3 — R3, g(z,y, 2) = (sin(y) cos(z), x sin(y) sin(z), x cos(y))
(¢) H:R? - R? H(z,y) = Vh(z,y), mit
h:R? = R, h(z,y) = zy + 2xsin(y + 7/2) + exp(—y) cos(z).

Losung:
(a)
Y x
Df(z,y) = ( ysinzh(acy) x sinh(zy) )
1+fc2 0
(b)
sin(y) cos(z) xcos(y)cos(z) —xsin(y)sin(z)
Dg(z,y,z) = | sin(y)sin(z) =xcos(y)sin(z) xsin(y)cos(z)
cos(y) —sin(y)x 0
(c)

Vh(z,y) = (y+ 2sin(y + 7/2) — exp(—y) sin(z), z 4+ 2z cos(y + 7/2) — exp(—y) cos(z))

[ —exp(—y) cos(x) 1+ 2cos(y + 7/2) + exp(—y) sin(z)
DH(w,y) = ( 14 2cos(y + 7/2) + exp(—y) sin(z) —2xsin(y + 7/2) + exp(—y) cos(x) >

Aufgabe 20 Kettenregel
Es seien die Funktionen f,h, G gegeben durch

fl@,y) = —2% + 20y — y° (z,y) € R?
_ [ cos(p)

it = (il ) vk

h(v) = f(G(y)) o ER

a) Geben Sie die partiellen Ableitungen f5, fy, fzz, foy, fya, fyy an.
Stimmen fg,, und f,, tiberein?

b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von h mit der Kettenregel.

c¢) Bestimmen Sie h/(¢) direkt.



6. Ubung Mathematik II fiir MB

Losung:
a)
fx = -2z + 2yafy =2z — 3y27f:c:c = _27f:cy =2= fyxyfyy = _Gy

Die gemischten partiellen Ableitungen sind gleich.

b)
() = VI(G(#)G ()
= (—2cos(¢) + 2sin(y), 2 cos(p) — 3sin®(p))(—sin(p), cos(p))?
= 2(cos(ip) sin(ip) — sin® () + cos(¢)) — 3 cos(p) sin®(p)
c)

h(p) = — cos®(p) + 2 cos(y) sin(p) — sin®(y)
Daraus ergibt sich h/(y) wie in b).

Aufgabe 21 Richtungsableitung
Die Funktion f:R? — R sei gegeben durch

flx,y) = zy + 2z sin(y + 7/2) + exp(—y) cos(z).

a) Bestimmen Sie den Gradienten V f(Xp) von f an der Stelle Xy = (0,0).

b) Berechnen Sie die Richtungsableitung V4 f(Xy) in der Richtung A, die durch den Vektor
(—3/v/10,1/+/10) gegeben ist.

c) Fiir welche Richtungen verschwindet Vg f(Xp), d.h. wann gilt Vf(Xo)B =07

Losung: a)

fao(@,y) =y + 2sin(y + 7/2) — exp(—y) sin(z),

fy(z,y) = 4+ 2z cos(y + 7/2) — exp(—y) cos(x).

V)f(O, 0) = (f2(0,0), fy(o’ 0)) =(2,-1).

b

Zur Bestimmung der Richtungsableitung bildet man das Skalarprodukt (A, V £(0,0)) = —7/+/10.
c¢) Gesucht sind alle B mit (B,Vf(0,0)) = 0, also 2b; — by = 0, d.h. by = 2b;. Mit der Normie-
rungsbedingung b? + b3 = 1 erhilt man By = (1/v/5,2/v/5), By = (—=1/v/5,-2/V/5).

Aufgabe 22 Differenzierbarkeit
Sei h : R? — R definiert durch

h(z,y) = { \/;;Tgﬁ’ (z,y) # (0,0)
0, (Ll',y) = (0,0)

Bestimmen Sie alle Punkte (x,%) € R2?, an welchen A differenzierbar ist.

Losung: Fir (z,y) # (0,0) gilt

32 xt
81h($7y) = 5 5 3
VIt +ys a2 42
und 5
—x
Hh(z,y) = 7113
a2+ 2

Da fiir (z,y) # (0,0) die partiellen Ableitungen stetig sind, ist f dort differenzierbar.
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Fir (z,y) = (0,0) gilt

h(t,0) — h ¢
01h(0,0) = lim (t,0) = 1(0,0) =lim—= =0
t—0 t t—0 \/t_Q
owie h(0,1) = h(0,0) 0
doh(0,0) = lim (0.8 =r0.0) _0_,
t—0 t t
Also wiére ein potentieller Kandidat fiir die Ableitung von h in (0,0) der Vektor (0,0). Da
h —h — 3
(@.9) “hO.0) (.0 @w) 2t

1z, )l V2 +y?
ergibt sich, dass h tatséichlich differenzierbar ist in (0, 0). Es folgt, dass h in jedem Punkt (z,y) € R?
differenzierbar ist. O
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Hausiibung

Aufgabe H21 Gradient (1+2 Punkte)
Fiir  # 0 sei f(z,y) = arctan(y/z).
i) Bestimmen Sie den Gradienten V f(z,y).
ii) Zeigen Sie: Falls z # 0 folgt ||V f(z,y)|| = 1/||(z,y)|| und |z fo(z,y) + yfy(z,y)| < 1.
Loésung: i)
Vi(z,y) = (~y/(@® +9%),2/(2* +y*)"

ii)
IV f (@, 9)? =1/(2% +y%) = 1/|[(z,9)|

2 fo (@) + yfy (@, 9)| = V2, y) (@, 0)" ] < @,y V()] =1

Aufgabe H22 Kettenregel II (1+1+2 Punkte)
(a) Sei f:R3 =R, f(x,y,2) = e’y +2%y?> and g : R — R3, g(t) = (2t2,sint,e’). Berechnen Sie
die Ableitung von f o g auf zwei verschiedene Arten:
i. Direkt durch Berechnung von h(t) = f(g(t)) und Differenzieren von h.

ii. Durch Anwenden der Kettenregel.

(b) Betrachten Sie die Abbildung h : R\ {0} — R, h(zy,x2, ..., 2p) = ———s

n_ 2
i=1T5

Berechnen Sie den Gradienten von h, in dem Sie h darstellen als Verkettung von Funktionen,
deren Ableitung Sie bereits kennen.

Losung:

a)
(i): Es gilt
h(t) = e sint + 4t*(sin t).

Daher
t
B (t) = e (e sint + cost) 4 16t3(sint)? + 8t* sint cost.

(ii): Die Ableitungen von f und g sind gegeben durch
Df(z,y,z) = (2zy?, e* + 22%y, ye?)

sowie

Dg(t) = (4t,cost, e').
Also gilt nach der Kettenregel

W) = Da)Dy(t)
A% (sin t)%4t + (e + 8t*sint) cost + sin (e )e!
= ¢ (et sint + cost) + 16t3(sin t)2 + 8t*sintcost.
b)

Es gilt: h(X) = h(z1,...,22) = hi(ha(X)) mit hi(z) = 2, ho(X) = || X|. Es ergibt sich nach
Vorlesung und Kettenregel
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Vh(X) = Dh(X)

= Dhi(ho(X))Dho(X)
_ 1 xr
1) 1l
Aufgabe H23 Differenzierbarkeit II (24242 Punkte)

Sei f: R? — R definiert durch

Va2 +y?,  falls y >0,
flx,y) =< —/a2+1y2, falls y <O,

x, falls y = 0.

(i) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix Df(z,y) fiir alle (z,y) € R? mit y # 0.

(ii) Bestimmen Sie alle v € R?\ {(0,0)} fiir die die Richtungsableitung V,f(0,0) existiert.
(iii) Ist f differenzierbar in (0,0)?
Losung:

(i) Fir y # 0 gilt

0 1 1/2 €T
(/72 21 — (2 2 o0 =
8:13[ v +y] 2(3j + ) * 72 + o2
2[ [+ 7] = 1(x2+y2) 12 o Y
ay 2 :1:2_’_y2
Also,
L falls y > 0
af /—IEQ 50 Yy ’
8_(x7y) = _ +xy fall <0
\/Wa alls y )
und
Y fallsy > 0
af /—mz > Yy )
@ =1 Y20 pey <o
) \/W’ Yy .

Es folgt, dass

(ii) Wir zeigen, dass die Richtungsableitung V,f(0,0) fiir alle Richtungen v € R%\ {(0,0)}
existiert. Sei dazu v := (vy,v2) # (0,0) € R? und ¢ € R\ {0}. Wir unterscheiden zwei Fille:

— vg9 = 0. Dann gilt

lim f(tvho) - f(07 0) _ 1 tuy
t—0 t t—0 t
— wvg # 0. Dann ergibt sich
/ 2 2
M:\/v%—l—v%, falls t > 0, va > 0,

t

F(tvy, tvs) — £(0,0) _ VP SR falls t < 0, v > 0,

2092 4 $24,2

t _w:— vi+o3, fallst >0, vy <O,
20121 $29,2

VENEPYS — 102, falls £ < 0, vy < 0.

t

o~
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Es folgt

\/v% + v%, falls vo9 > 0,
Vof(0,0) =9 —/o? + 02, falls vy <0,
vy, falls vo =0.
(iii) Angenommen, f wére differenzierbar in (0, 0). Dann miisste gelten D f(0,0) = (V, f(0,0), V¢, f(0,0)) =
(1,1), nach (ii). Andererseits, wenn wir h,, := ((—_i)"’ %) , n € N betrachten, dann ist (h,,)

eine Nullfolge in R? und

Flha) = £(0,0) = (L, 1), k) Vet ez —0-5((D" 4D (pngy
ol - T T

Da der Grenzwert n — oo nicht existiert, erhalten wir einen Widerspruch zur Definition.



