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Aufgabe 16 Folgen im R?
Wir betrachten die folgenden Folgen in R:

1
Ap = (TL, _)T7 bn = (

1 n )T 1 1 nmw nmw
n n?’ 1+n

—_ T (s T
) Cn = (_7 m) ) dn - (SIH(I)7 COS(I)) :
(a) Skizzieren Sie diese Folgen und entscheiden Sie, welche von ihnen beschriankt sind.
(b) Welche dieser Folgen sind konvergent, welche nicht? Was ist gegebenenfalls der Grenzwert?

(c) Geben Sie vier weitere Nullfolgen in R? an.

Losung:

(a)
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Die Folge (ay,) ist nicht beschrankt, denn es gilt

1
llan | :\/n2+m >vn?=n VYneN.

Die Folgen (by,), (¢,,) und (d,,) sind beschriankt, denn

1 n?2
b =+ —=<+V1 =2 N
Ibul =/ + oy < VTFT=VE WmeN,
1 1 2
n n n

Jdall = feost("F) +sn(%) = V=1 Vmen.

(ay) ist nicht beschriankt, also auch nicht konvergent.

(bn) konvergiert gegen ().

(cn) konvergiert gegen () (Nullfolge).

(Die Koordinatenfolgen konvergieren)

(dy) konvergiert nicht. Begriindung: Eine Teilfolge der ersten Komponente: (d§4n))neN ist

(b)

—1,1,-1,1,.... Diese ist bekanntermafien nicht konvergent. Also kann auch (dgn))neN und
damit auch (d™), ey nicht konvergent sein.
(c) z.B.:

Aufgabe 17 Stetigkeit im R?
Sie haben die Funktion f :R? — R vorliegen:

0 fallsz =y =20
f(iU):{ Ty

Tiy? sonst.

a) Sind die beiden Komponentenfunktionen
ki(z) := f(2,0),  ka(y) == f(0,9)

stetig?
b) Ist f eine stetige Funktion? Falls ja: weisen Sie nach, dass dem so ist. Anderenfalls geben Sie
explizit zwei Folgen a,, = (2, y,) und b, = (Zn,¥n) aus R? an, fiir die

lim a, = lim b,
n—oo n—oo

aber
lim f(an) # lim f(by)
ist.
Losung:
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a) Es sind

konstante Funktionen und somit stetig.

b) Nicht stetig in (0,0). Zum Beispiel betrachte die Folgen
an = (1/n70)7 bn, = (1/n7 1/”)

Beide Folgen konvergieren gegen (0,0), jedoch wegen f(a,) = 0 und f(b,) = 1/2 sind die
Grenzwerte ihrer Funktionswerte voneinander verschieden.

Aufgabe 18 Lineare/quadratische Abbildungen
Sind die folgenden Abbildungen jeweils linear? Sind sie quadratische Funktionen? Falls ja, geben
Sie diese in der im Skript 4.8 gegebenen Notation an. Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass, falls
die Funktionen nicht linear/quadratisch sind, sie sich nicht in der im Skript gegebenen Notation
schreiben lassen. In diesem Fall miissen Sie jedoch erkldaren, weshalb das nicht moglich ist.
(a) f:R? = Rmit f(z,y) = zy.
(b) f:R* = R?mit f(z,y) = 2y,z +y)".
(c) flz,y)=1+z—y.
Losung:
(a) Esist f(1,1) =1, f(2,2) =4.
Wire f linear, misste aber f(2,2) = f(2-(1,1)) = 2 f(1,1) = 2 gelten, also ist f nicht
linear. Quadratische Abbildungen f(z) lassen sich mit einer geeigneten Matrix A schreiben
als

f(z) =2t Ax.

Fir f(x) = x129 sieht man leicht, dass hier A = % (0 1> gewihlt werden kann, also ist f

10
quadratisch.

(b) Fiir alle (z1,22),(y1,y2) € R? und alle A, u € R gilt:

F(@1,22) + (Y1, y2)) = f(Az1 + pyr, Aze + py2)
= (2Az2 + 2uy2, A1 + py1 + Ax2 + pyo
= (2Azg, A1 + 22))" + uya, py1 +2))"
= M (z1,22) + pf (y1,y2)

)T

= f ist linear

(c) Jede lineare Funktion g : R? — R lisst sich schreiben als g(z,y) = (g1, 92)(x,y)" (Hinweis).
Insbesondere fiir (z,y) = (0,0) folgt g(0,0) = 0. Es ist aber f(0,0) = 1. Analog folgt, dass f
nicht quadratisch ist.
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Hausiibung

Aufgabe H17 Stetigkeit (1+2 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

sin(x)y?

:R2\ {0} - R =77
frRA{0} =R, flay) = 505
(a) Ist die Funktion f stetig?

(b) Ist sie stetig auf R? fortsetzbar, d.h. gibt es eine stetige Funktion F' : R? — R mit Firovioy = 17

Losung:

(a) Die Funktion f ist als Quotient stetiger Funktionen wieder stetig.

sin( 2
(b) Es gilt lim, o f(0,y) =0 # % = lim;,,— 00 2(—%7) = lim,, 0 f(#, %) Somit kann die Funktion

f nicht stetig auf R? fortgesetzt werden.

Aufgabe H18 Lineare Abbildungen II (342 Punkte)
Wir betrachten die linearen Abbildungen ® : R? — R3 und ¥ : R? — R mit

O (x1,29) = (x9, 71,371 — 22)7, U(y1,92,¥3) = y2 + Y3 — Y1

Bestimme die zu ¢, ¥ und ¥ o ® gehorigen Matrizen. Wie hidngen diese Matrizen zusammen?

Loésung: Merkregel: In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koordinaten der Bilder der
Basisvektoren.

Hier also:

Fiir @ Wir miissen <I>(el) ®(1,0) und P(e2) = ¢(0,1) bestimmen:

®(1,0) = (0,1,3-1—-0)T = (0,1,3)T

®(0,1) = (1,0,3-0 - 1T = (1,0, -1)7,

0 1
also ist die Abbildungsmatrix von ®: A= 1 O

3 -1
Genau so:

U(1,0,0) = —1,  ¥(0,1,0) = ¥(0,0,1) =1

also
Ag=(-11 1)
Nach Kapitel 10 (9) gilt nun
0 1
Apop =Ag-Ag=(-1 11| 1 0]=@4 -2
3 —1
Aufgabe H19 Definitionsbereich (3+0+1+1+* Punkte)

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich folgender Funktionen an:
- 1
(a) f(x7 y) Sln ;py
(b) fla,y) = Va?+ 2y — 1.

(©) f(#,) = smmemy-
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Skizzieren Sie die Mengen auch. Rénder, welche nicht mehr im Definitionsbereich enthalten sind
zeichnen Sie bitte gestrichelt ein.

(%) Freiwillige Zusatzaufgabe: Visualisieren Sie die Funktionen mit Hilfe der MATLAB-Funktionen
mesh und surf. Wenn Thnen bei dieser oder einer anderen Aufgabe Punkte fehlen darf Ihr Tutor
Thnen fiir die Zusatzaufgabe bis zu zwei Punkte gewdhren (nach Ermessen).

Losung:
(a) Definitionsbereich: R\{(0,0), (0,y), (z,0)},
(b) Definitionsbereich:
1
{(z,y) €R?: |z|>1 oder |y| > —= oder

V2

<|y| < % und |z| > /1 — 2y2> oder

(m < 1und Jy] > 1/ ‘f})}.

(c) Definitionsbereich:R\{(0,0), (0,y), (z,0), (km,y), (z, km)}.

Aufgabe H20 Glockenkurve von Gauf (2+1+1 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f : R — R, f(z) = ée_%x% (Der Graph dieser Funktion ist die
bekannte Gaufsche Glockenkurve.)

a) Berechnen Sie das Taylorpolynom T5 f (x) sowie die Taylorreihe fiir die Entwicklungsstelle zy = 0
an.

b) Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion F(x) = [ f(t)dt. Hinweis: Dieses Integral besitzt
keinen geschlossenen Ausdruck als Losung.

c) Berechnen Sie mit Hilfe des Taylorpolynoms aus a) ndherungsweise F'(1).

Losung:
22
a) Die ersten vier Ableitungen von g(z) =e~ 2 sind
22
¢ W) = —ate 7,
D(r) = —e% 4 a2 %
g9 (x) = —e 7 +ae 7,
3 () — — 3,
g (x) = 3Bxe T —x’e 7T,
x2 2
gW(x) = 377 —62%e™ T +ale™
Also gilt
1 1 1
Ts(z,0) = — 1——3:2—1——3:4).
5(2,0) o < 5 3
Aus der Potenzreihendarstellung von e* erhélt man mit z = —%:172
1 e—%xQ _ 1 i (_1)n . x2n‘
V2r V2r = nl2n
b) Durch gliedweise Integration erhélt man
L&y,
F(z) = Pt
() N ;::0 n!(2n 4 1)27 v

ot
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Abbildung 1: Die Funktion aus H19 a). Gegen den Ursprung hin geht die Frequenz der Oszillationen

gegen Unendlich.
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Abbildung 2: Die Funktion aus H19 b). Der Kreis markiert den Rand des Definitionsgebiets.
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Abbildung 3: Die Funktion aus H19 c¢), wobei die Funktionswerte bei +£10 abgeschnitten wurden.
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c¢) Verwenden von T5(z,0) ergibt

1 (-n» 1 103
F)~ V27 HZ::O nl(2n+1)2"  2x 120°



