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Aufgabe 4 (Konvergenzradii & -bereiche I)
Geben Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Entwicklungspunkt xg und die Koeffizienten-

folge ag, ..., as an. Bestimmen Sie auferdem jeweils den Konvergenzradius und -gebiet.
. 1" 2n
D) Yoo, S, i) Yores o
i) Yoo, G (@ -1, iv) Yoo n?5"(x —2)",
Losung:
(a) Der Entwicklungspunkt ist g = 0, die Koeffizientenfolge ist durch a,, = (_nﬁ gegeben. Es
gilt
= Ont1 = 1i ni' — | 1 _
VI I o | T oy =0

d.h. die Potenzreihe hat Konvergenzradius R = oo. Die Reihe konvergiert also auf ganz R

(punktweise).
(b) Der Entwicklungspunkt ist xg = 1, die Koeffizientenfolge ist druch a, = (;;)f gegeben. Es
gilt
L Gp41 T n -1 _ 4
1/R = A —nh_)ngo e =1e.

Die Potenzreihe hat somit Konvergenzradius R = e. Sie konvergiert folglich auf dem Intervall
(1—e,1+e) und divergiert auferhalb des Intervalls [1 —e, 1+ ¢]. Fiir den Randpunkt © = 1—¢

gilt
D e m 2w

n=1 n=1

3 |

Diese Reihe konvergiert nicht. Fiir den Randpunkt x =1 + e gilt
o~ D"

Diese Reihe konvergiert. Insgesamt konvergiert die Potenzreihe also genau auf dem Gebiet
(1—e,1+e€].

(c) Der Entwicklungspunkt ist g = 0, die Koeffizientenfolge ist durch ag, = 1/In(n) und
aon+1 = 0 gegeben. Es gilt

- 1 1
1/R:= lim v/|a,| = lim Z%/as, = lim :\/jzl,
[Ri= i Ve = lim %/aan = lim [ = =1

n n
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d.h. die Potenzreihe hat Konvergenzradius R = 1. Sie konvergiert also auf (—1,1) und diver-
giert auferhalb von [—1,1]. Fiir die Randpunkte x; = —1 und x5 = 1 gilt

(e e}

zin _ = a3 :i 1
= In(n) vt In(n) —~ In(n)

Diese Reihe konvergiert nicht (z.B. mit Minorantenkriterium und n > In(n) fir alle n € N).
Die Potenzreihe konvergiert also genau auf (—1,1).

(d) Der Entwicklungspunkt ist xo = 2, die Koeffizientenfolge ist durch a,, = n?5" gegeben. Es

gilt
1/R:= lim {/|a,|= lim 5-(¥n)*=5.

Die Potenzreihe hat somit Konvergenzradius R = 1/5, konvergiert also auf (9/5,11/5) und
divergiert auferhalb von [9/5,11/5]. Fiir den Randpunkt « = 9/5 gilt

in%"(:p —2)" = i?ﬂ(—
n=0 n=0

Diese Reihe ist divergent. Fiir den Randpunkt = = 11/5 gilt

oo o0
Zn25"(aj —2)" = Zn2 .
n=0 n=0

Auch diese Reihe ist divergent. Die Potenzreihe konvergiert also genau auf dem Intervall

(/5. 14s).

Aufgabe 5 (Taylorentwicklung I)
Berechnen Sie die Taylorreihen der folgenden Funktionen mit den angegebenen Entwicklungspunk-
ten xg . Bestimmen Sie den jeweiligen Konvergenzradius.

(i) sinz mit z¢g = 7/2 (ili) v/1+ 2 mit 2o =0
(ii) 1+ 2 — 222 mit 29 =1 (iv) T mit 29 =1
Losung:

(1) >rzo g}g)u( 1)*(z — Z)¥, Radius ist oco.

(i) —3(z—1) —2(x — ) auch hier R = oo.
(i) 1+ 5 — %2 + :f—z 128 + I %(1)“’52 ..., Radius ist 1.
21(—1+x)¢
(V) T4 3(-1+2) = -1+ 22+ E(-1+2)3 — Zg(—1+a)* + gL (—1 + )5 — 22D
Radlus 1.
Aufgabe 6 (Taylorentwicklung IT)
i) Berechnen Sie die Taylorreihe der Funktion f(z) = H_Lx im Entwicklungspunkt a:o = 0.
ii) Bestimmen Sie nun die Taylorreihen der Funktionen g(z) = {77 und h(z) = ( 1+ a7 mithilfe

Ihres Resultats aus i), ohne erneut die Taylorformel anzuwenden.
Losung:

i) flz) = 352o(-1)ka"

ii) g(x) =320 (=1)Fz* und h(z) = —f'(z) = 120 (—D*(k + 1)z*
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Aufgabe 7 (Taylorentwicklung und Integration)

Bestimmen Sie das folgende Integral
1

sin x
dx
T

0

durch Integration des entsprechenden Taylorpolynoms bis auf einen maximalen Fehler von 1072,
Losung:

1 1 1 1
3 - 2 . (5)
sinx:m—x——kRg,(a:) ~ /Smxda:Z/(l—z—,)dx/Rs(x) dwz£+/wx4da:
0 . 0

3! z

1
sinx 17
dr ~ —
/ T o 18
0

0
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Hausiibung

Aufgabe H4 (Konvergenzradii & -bereiche I) (1+1+1+1 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils den Konvergenzbereich der folgenden Potenzreihen:

) e (Vn)"an, jif) yoo et
i) >nt n_' (x—3)", iv) >0 % pntl,
Losung:
(a) Fiir die Koeffizieten a,, = (v/n)" gilt
1/R::n1i_1)1gO m:nh—{l;o n=o00.

Die Potenzreihe hast somit Konvergenzradius R = 0, d.h die Potenzreihe konvergiert nur im
Entwicklungspunkt zg = 0.

(b) Fiir die Koeffizienten a,, = Z—f gilt
1)°n!
— lim w: lim 1. (23 =0,

n—oon3(n + 1)l  n—oo™ n

Gp41
Qnp

1/R =

n—oo

d.h. die Potenzreihe hat Konvergenzradius R = oo und konvergiert damit auf ganz R.

(c) Fir die Koeffizienten ag, = 3"/2 und as,+1 = asp4+2 = 0 gilt
1/R = Tim {/]a,| = lim */3"/v2 = lim V3/ V2= 3.

Die Potenzreihe hat somit Konvergenzradius R = {/1/3 = %\/§ Sie konvergiert also auf
(—1-%v9, —1+11/9) und divergiert aukerhalb von [—1—2v/9, —1+£+/9]. Fiir den Randpunkt
r=-1-— %\/@ gilt

i x—i—l i;

Diese Reihe divergiert. Fiir den Randpunkt x = —1 + %\/@ gilt

3z +1 >
SIS

n=0

Auch diese Reihe divergiert. Die Potenzreihe konvergiert also genau auf dem Intervall (—1 —
3V9, -1+ $V9).

(d) Fir die Koeffizientenfolge ag,t+1 = - und ag, = 0 gilt

(="
@n+1)!

1/R:= lim ¥|a,| = lim *""/|agps1| = lim *""/1/(2n+1)! = lim {/1/n!=0,
n—00 n—00 n—0oo n—00

d.h. die Potenzreihe hat Konvergenzradius R = co. Sie konvergiert somit auf ganz R.

Aufgabe H5 (Taylorentwicklung) (2+2 Punkte)
Berechnen Sie die Taylorentwicklungen der Funktionen f(z) = \/m und g(z) = ﬁ im Ent-

wicklungspunkt xg = 0.
Losung: f(z) = 1—%—1—%:172—... und g(z) =1—2? + 24+ ...
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Aufgabe H6 (Taylorentwicklung und Integration) (2 Punkte)

Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion

11 8x
(==, = R =—
im Entwicklungspunkt zg = 0.
-1 n—1
HINWEIS: Betrachte [ f(z)dz und verwende In(1 +y) = ZZO 1 %yk
Loésung: Wir bestimmen die Reihenentwicklung von fO t)dt, also eine Stammfunktion von f

und bestimmen die Reihenentwicklung von f dann durch leferenmeren.

/Oxf(t)dt = /01‘ 8 / 8t dt = [In(1 — 4t3)) = In(1 — 2z) + In(1 + 2z).

42 — 1 1 — 4¢2
also folgt
n— 22n 2n

/Oxf(t i —21)" +Z :—22

n=1

Ableiten ergibt

00
- § :22k+1l‘2k_1.
n=1

Aufgabe H7 (Taylorentwicklung und Restglied)
Wir betrachten die Funktion f : R +— R mit

f(x) =sin(3zx) .

22n 2n

(3 Punkte)

Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3-ter Ordnung mit Entwicklungspunkt xg = 7. Schéitzen Sie

den Fehler fir x = ?ﬂf.

Losung: Die Ableitungen sind

f(z) = sin(3z) f'(z) = 3cos(3z) fP(z) = —9sin(3z), fO)(z) = —27 cos(3z),

fm)y=0f(m) = =3, fO(x) =0,
Also:

Mit dem Restglied nach Lagrange R3(z,0) = f(x)—T3(z) = —9cos(3¢)(z—7)3, ¢

sich |Rs| < 27 ~ 4.36. Anstelle relativ grob abzuschitzen max

6™
man auch Max,ers 1 |cos(x — m)| = cos(m/4) = @ verwenden konnen.

we[ 1]x | COS(Z —

€ (3,1)m ergibt

m)| < 1 hitte



