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Mathematik II fiir M B

1. Studenten-Losung

Priasenzaufgaben

P1 Funktionenfolgen I
Bestimmen Sie den punktweisen Grenzwert der folgenden Funktionenfolgen:

) fa(r) = Si“glm’), reR i) fo(z) = nee ™, ¢ € RY
iii)  fo(z) =nre™, z € R iv) fulz) =z, € RS

Losung:
i) lim f,(z) =0 ,ii) lim f,(x) =0 ,iii) lim f,(x) existiert nicht,
) . [ 1, xzeRg/{0}
v) Hm fo(w) = { 0 ,z=0
P2 Funktionenfolgen & Integration

Die Funktionenfolge (f,,)nen sei wie in der folgenden Skizze gegeben:

|~
S 1=
—_

Betrachten Sie den Fall r,, = n?.

i) Geben Sie (f,)nen explizit an.
ii) Berechnen Sie den punktweisen Grenzwert f(z) := lim f,(x). Konvergiert die Funktio-
nenfolge (f,,)nen gleichmafig?

iii) Vergleichen Sie
1

1
lim [ fu(z)dr und / lim f,(z)dx .
0 0
Erkléaren Sie Thre Beobachtung.



Fiihren Sie Ihre Untersuchungen nun fiir die Félle r,, = n und r,, = 1 durch. Diskutieren Sie
insbesondere die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration. Finden Sie eine Folge r,,
sodass f, gleichméflig konvergiert.

Losung:
2n3x , # € (0,5
i) falz) =< —2nfz+2n* | zelt, 1]
0 , sonst
ii) lim f,(z) =0 fiir z € [0, 1]. Die Konvergenz ist nicht gleichméafig.
1 1
i) [ lim fy(z)dz =0%# o0 = lim 2 = lim [ f,(z)dx
0 n—oo n—oo n—oo 0

P3 Funktionenreihen I: differenzieren & integrieren

Fiir jedes n € N sei die Funktion f,, : R — R mit D(f,) = [0,00) und

a) Zeigen Sie, daf die Funktionenreihe Z fn auf [0, 00) punktweise und gleichméfig konver-
n=1

giert.
1
b) Berechnen Sie [ g(z)dxz, wobei g : R — R mit D(g) = [0, c0) und
0

9(@) = fale)

o0
die Summe der Funktionenreihe Z fn ist.

n=1

c¢) Fiir welche € R konvergiert die Reihe Z fr(z)?

n=1

Losung:

(a) Fiir alle n € N und jedes z € [0, 00) ist

@) =].]< = = e
Da die Reihe

=1
>

n=1

[\

konvergiert, ist die Funktionenreihe Z fn auf [0, 00) gleichmdfig konvergent (Majoran-
n=1
tenkriterium) also auch punktweise konvergent.



(b) Essei g: R — R mit D(g) = [0, 00) und

9(@) =3 fula)

die Summe der Funktionenreihe Z fn- Da gleichméflige Konvergenz vorliegt, diirfen
n=1
Integration und der Limes n — oo getauscht werden,

/g(x)dx:[ ]:;/e;zmdﬂs
:[...]::1 S

Stellen im Skript: 1.8: “Vertauschung von Ableitung und Folgengrenzwert”, 1.10: “alle
Eigenschaften gleichméfig konvergenter Funktionenfolgen lassen sich somit unmittelbar
auf Funktionenreihen iibertragen”.

(c) Fir alle n € N ist

Wir unterscheiden nun zwei Fille:
2 = 0: In diesem Fall erhalten wir mit der harmonischen Reihe [.. .| eine divergente Reihe.

x > 0: Sind fiir  nur positive Werte erlaubt, so ist die Reihe

—nx

PR ACED S

n=1 n=1

konvergent, denn mit

fiir alle n € N folgt

=e'=—x<1 fiirz >0

und somit ist die Reihe

00 00 _
e~

D= -

n=1 n=1 n

nach dem Quotientenkriterium fiir alle x > 0 konvergent. [

Hausaufgaben



H1

H2

H3

Funktionenfolgen II 4 Punkte
Bestimmen Sie den punktweisen Grenzwert der folgenden Funktionenfolgen:

i) fo(z) =arctan(z —n), xe€R i) fu(x)=nlz—n+l|z—n|), zeRS
iii) f.(z) = arctan(nz), = €R iv) fu(z) = , reR.
1+ nx
Losung:
i) lim fu(e) = 3 i) lm fu(z) =0
5 , x>0
iii) im f,(z)=¢ 0 ,2=0 ,iv)lim =0
Funktionenfolgen III 1+ 2 4 2 Punkte

Betrachten Sie die Funktionenfolge
fo(x) =nx(l — )" auf [0,1] .

a) Berechnen Sie f,,(0) und f,(1) sowie den punktweisen Grenzwert der Funktionenfolge.
b) Bestimmen Sie die Folge der Maximalwerte f,(x,), wobei die Funktion f, jeweils an der
Stelle z,, ihr lokales Maximum annimmt. Berechnen Sie insbesondere f(z) = lim f,(x,).

c¢) Entscheiden Sie nun, ob die Folge f,(z) gleichméfig konvergiert.

Loésung:

i) fn(0) =0 und f,(1) =0, ferner lim f,(z) =0.
) () = fulrhs) = £ ()" wd lim f (2,) = 1
iit) f,(z) konvergiert nicht gleichmiBig. Die Modifikation f,(z) = f"T(x) schon.

Funktionenreihen II: Differenzieren 242 Punkte

a) Zeigen Sie, dass die Funktionenreihe
= n? 1 1
— (2" + —), €=,2
S o<y

punktweise und gleichméfig konvergiert. Gehen Sie wie folgt mit dem Majorantenkriterium

vor:

1. Schétzen Sie den Betrag der Summanden auf eine von x unabhéngige Folge ¢, ab.

2. Die Konvergenz der Reihe Y7 ¢, ldsst sich z.B. mit dem Quotientenkriterium zeigen.
b) Begriinden Sie durch explizites Verweisen auf die relevanten Stellen im Skript, warum die

dadurch gegebene Funktion stetig und differenzierbar ist. Berechnen Sie die Ableitung.

Losung:
Der Schliissel zur Losung der Aufgabe ist das Weierstra3’sche Majorantenkriterium fiir Funk-
tionenreihen, auch WeierstrafS M-Test genannt. Wir schétzen fiir alle x € [%, 2} ab:

n? 1 n?
— (2" 4+ —) | < ... §—2n+1.
ﬁn!( x") [ ] =




Zur Abkiirzung schreiben wir nun ¢, := &‘_2"“ und miissen nur noch zeigen, dass >~ ¢,
konvergiert, dann folgt mit dem Majoranten-Kriterium die gleichméfiige Konvergenz der Funk-
tionenreihe. Wir benutzen hierfiir das Quotientenkriterium und sehen dass

Cn+1
Cn

lim

n—0o0

=[L.]=0<1

Daraus folgt, dass > - ¢, konvergiert und wir haben bewiesen, dass die Reihe gleichméBig
konvergiert. Also konvergiert sie auch punktweise. Des weiteren ist die durch die Reihe definier-
te Funktion stetig als Grenzfunktion einer gleichméflig konvergenten Reihe stetiger Funktionen
(Skript “1.6 Stetigkeit”).

Um festzustellen, dass die Grenzfunktion differenzierbar ist, iiberlegen wir, dass die Folge der
Ableitungen gleichméfBig konvergiert (“1.8 Vertauschung von Ableitung und Folgengrenzwert”
oder, besser, “1.14 Vertauschbarkeit von Ableitung und Summation”). Es gilt

(Z %(z" + %)) =[.]= Z n—(x"_l — "),

und die Frage ist also, ob diese Reihe konvergiert. Um dies zu beweisen, kommt wieder der
Weierstrafl M-Test zum Zuge. Wir schitzen weiter ab:

2n+2 _. /

("t Y <[] <

Die Reihe >~ 7 | ¢/, konvergiert wie oben mit dem Quotientenkriterium. Also konvergiert die

Folge der Ableitungen nach dem M-Test gleichméBig und zwar gegen » >~ | %(m"‘l —x ).

Nach “1.14 Vertauschbarkeit von Ableitung und Summation” ist die durch die in der Aufgabe
gegebene Reihe definierte Funktion differenzierbar und hat die Ableitung >~ , \/_( ant —

" l).



