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1 Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funkionenfolge: Wenn die Glieder f, einer Folge von einem Parameter x &€
I abhéngen, dann spricht dann von einer Funktionenfolge. Die Funktionenfolge heift
punktweise konvergent, wenn der Grenzwert

f(x) := lim f,(z)
fiir jedes feste x € I existiert. Man nennt dann f die Grenzfunktion der Funktionenfolge.

1.2 Beispiel:

Fulz) = n"f% [=100,7/2] = f(z)=cosz (1.1)
folz)=2" I1=10,09 = f(z)=0 (1.2)
fuw)=a" T=[01] = f@)= {0 AN )

1 firx=1
folx)=2a", I=[-1,1 = nicht punktweise konvergent (1.4)
fol@) =22(1+ne™), 1=100,1 = f(z)=2z (1.5)

1.3 Achtung: Anhand von (1.3) sieht man, dass die Grenzfunktion f nicht notwendi-
gerweise stetig ist, selbst wenn alle Folgenglieder f,, stetig sind. Auflerdem gilt hier

lim lim f,(z) =0,

Tl n—oo

aber
lim lim f,(z) = 1.

n—oo xT1

Folgengrenzwert und Funktionsgrenzwert lassen sich also im Allgemeinen nicht vertau-
schen. Im Beispiel (1.5) gilt

1

1
/ fol@)de =2 —e ™| =2—¢",
0

0

also

aber

1 1
/ lim f,(z)dzr = / 2xdr = 1.
0 " 0

Es lassen sich also auch Integration und Folgengrenzwert im Allgemeinen nicht vertau-
schen. Ebenso gibt es Beispiele dafiir, dass sich Differenziation und Folgengrenzwert im
Allgemeinen nicht vertauschen lassen. Wie im Folgenden gezeigt werden wird, sind derar-
tige Vertauschungen aber zuléssig, wenn die Konvergenz der Funktionenfolge strengeren
Bedingungen geniigt.
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1.4 Gleichmiflige Konvergenz: Sei f,, eine auf I punktweise konvergente Funktio-
nenfolge mit Grenzfunktion f. Wenn es eine Nullfolge a,, gibt mit

|fu(z) — f(2)] <a, firalle neNundzx €I,

dann heifit die Funktionenfolge f, gleichmdfiig konvergent auf I. Umgekehrt ist eine
Funktionenfolge nicht gleichméfig konvergent, wenn es eine Folge x,, € I gibt, sodass

bn = folzn) — f(20)

keine Nullfolge ist. Alternativ kann man den Sachverhalt auch folgendermafien aus-
driicken: Die Funktionenfolge f,, ist genau dann gleichméfig konvergent gegen die Funk-
tion f, wenn

Cn = sup | fu(z) — ()]

zel
eine Nullfolge ist.

1.5 Beispiel [— 1.2]:
zu (1.1): Die Funktionenfolge ist gleichmé&Big konvergent auf I = [0, /2], denn

1
—n—1

T COS & Sin x cos x

[fule) = f@)| = | —— —cosz

n+sinx

= Qp,

n -+ sinw
und a,, = ﬁ ist eine Nullfolge.
zu (1.2): Die Funktionenfolge ist gleichméBig konvergent auf I = [0,0.9], denn
|fu(z) — f(2)]=2" <0.9" =a, und lim a, =0.

n—oo
zu (1.3): Die Funktionenfolge ist nicht gleichméBig konvergent. Wahlt man beispielsweise
T, :=1—1€10,1], so ist

| fo(zn) — f(zn)| = (1 — l)n =:b, und lim b, =e %

n n—oo

zu (1.4): Die Funktionenfolge ist nicht gleichméBig konvergent, da sie noch nicht einmal
punktweise konvergent ist.

zu (1.5): Die Funktionenfolge ist nicht gleichméBig konvergent auf I = [0, 1], denn die Funk-
tion g, () = | fn(z) — f(z)| = 2zne”™*" nimmt ihr Maximum auf [0, 1] an der Stelle
x, = 1/4/2n an, und es gilt

sup |fu(z) — f(2)| = gn(xn) = \/@ = Cp;
z€[0,1] e

wobei ¢, keine Nullfolge ist.

1.6 Stetigkeit: Wenn f, gleichmdf$ig gegen f konvergiert und alle f, stetig sind,
dann ist auch f stetig. Uberdies lassen sich Folgengrenzwert und Funktionsgrenzwert
vertauschen:

f(x0) = lim f(z) = lim lim fy(z) = lim lim f,(2) = lim fu(20) = f(zo).

T—T( T—Ig Nn—00 n—00 T—xQ
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1.7 Vertauschung von Integral und Folgengrenzwert: Wenn f, gleichméfig auf
I = [a,b] gegen f konvergiert und alle f,, integrierbar sind, dann ist auch f integrierbar
und es gilt

Tim bfn< >dx=/anhm fula d:v—/ fz

1.8 Vertauschung von Ableitung und Folgengrenzwert: Wenn f, eine Folge ste-
tig differenzierbarer Funktionen ist, die punktweise gegen f konvergiert, und wenn die
Folge der Ableitungen f; gleichmdflig gegen eine Funktion g konvergiert, dann ist f
differenzierbar und es gilt

g=lim fi = (lim f,) = f"
1.9 Beispiel [— 1.2]: Wir betrachten nochmals die Funkionenfolge (1.1).
o Mit 2 = 0 gilt

i N N.COS T ... ncosx . n cos 0
l1=Ilimcosz =1lim lim —— = lim lim —— = lim —— =
z—0 z—0n—ocon +sinx n—ooccz—0n +sinx n—oon -+ sin(
o Es gilt
7'('/2 ﬂ./2
N.COS T
/ ——dr =nln(n+sinz)] =nln(l+1/n)
o MN+sinx 0
und damit

1= limnln(l1+1/n)= /ﬂ/zcosxdas =1
n—oee 0

e Die Funktionen f, sind differenzierbar mit

sinx + %

(14 =22)2

Die Funktionenfolge der Ableitungen konvergiert gleichméBig gegen g(z) = — sin .

Damit ist auch f(x) = cosz differenzierbar, und es gilt

) = -

sinz + 1
—sing = — lim ———" = (cosz)' = —sinz.
N 00 (1 + &21)2

1.10 Funktionenreihen: Sei g, eine Funktionenfolge auf dem Intervall I, dann defi-
niert man die zugehorige Funktionenreihe als Folge der Partialsummen

:ign(x), xel,
n=0

und schreibt im Falle der punktweisen Konvergenz

F@) =3 gula) = Tim f()

Eine Funktionenreihe ist also ein Spezialfall einer Funktionenfolge. Die Begriffe der
punktweisen und gleichméfligen Konvergenz sowie alle Eigenschaften gleichméfig kon-
vergenter Funktionenfolgen lassen sich somit unmittelbar auf Funktionenreihen iiber-
tragen. Analog zum Sprachgebrauch bei bei Reihen von Zahlen bezeichnet man mit dem
Begriff ,,Funktionenreihe® auch die Grenzfunktion. Dies ist nicht korrekt, aber iiblich.
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1.11 Gleichmiflige Konvergenz: Wenn es eine Zahlenfolge a,, gibt mit
lgn(2)| < an, x €1,

und die Reihe "7 a, konvergiert, dann konvergiert die Funktionenreihe > g,(z)
gleichméBig.

1.12 Stetigkeit: Wenn die Funktionenreihe zur Funkionenfolge g,, gleichméflig gegen
f konvergiert und die Funktionen g, stetig sind, dann ist auch f stetig.

1.13 Vertauschung von Integral und Summation: Wenn die Funktionenreihe >~ g,
auf dem Intervall I = [a, b] gleichmé&Big konvergiert und die Funktionen g, integrierbar
sind, dann ist auch die Grenzfunktion f integrierbar und es gilt

f(z)dz = ign(x) dz = i bgn(x) da.
IRCESY DICLES vy

1.14 Vertauschung von Ableitung und Summation: Wenn die Funktionenreihe
> o o 9n konvergiert und die Reihe Y2 g/ () der Ableitungen gleichméBig konvergiert,
dann ist die Grenzfunktion f differenzierbar und es gilt

fla) = (Zgnm) A

1.15 Beispiel: Die geometrische Reihe

> 1
fla) =) a"=1—
n=0

ist gleichméafBig konvergent auf I = [—r,r|, sofern 0 < r < 1 (setze a, := r"). Es gilt also
firtel

o n+1

t o0 t 1 1
—In(l —1¢) = dr = "dy = =t+-t2 4+t ...
n( ) /Of(x) x ;/Ox 0 ;)n—i-l —1—2 —1—3 +
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2 Taylor-Reihen

2.1 Potenzreihen: Eine Funktionenreihe der Form
p(x) = ag+ ar(x — x) + as(x — 9)” + -+ = Y an(x — xo)"
n=0

heifit Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo und Koeffizienten a,,. Man definiert den
zugehodrigen Konvergenzradius

_ -1 -t
R= <1im : any) bzw. R = (lim |a”+1|> ,

wobei die zweite Formel anstelle der ersten nur verwendet werden darf, wenn der Grenz-
wert tatsdchlich existiert. Wenn der Grenzwert in der Klammer 0 ist, setzt man formal
R = oo; falls die Folge {/|a,| unbeschrinkt ist, setzt man R = 0. Die Potenzreihe ist

e punktweise konvergent auf (zg — R, 2o + R),
e gleichméBig konvergent auf [z — r, zo + 7| fiir jedes r < R,
e divergent fiir |z — zo| > R.

Das Verhalten fiir |z — x| = R muss gesondert untersucht werden. Die Menge aller z, fiir
die die Potenzreihe p konvergiert, heilt Konvergenzbereich und wird mit [, bezeichnet.

2.2 Beispiel:

e Fiir p(z) = Y77 | £ (2—2)" kann man den Konvergenzradius nach beiden Formeln
berechnen,

-1
on AN |
R={1lm {/=] =(1lm ——) =:.

Fiir x = 5/2 erhélt man eine divergente und fiir x = 3/2 eine nach dem Leibniz-
Kriterium konvergente Reihe. Die Potenzreihe konvergiert also fiir z € I, =[3/2,5/2).

e Fiir

p(z) = an”2 =2+ 22" +32° + 420 4 - ..
n=0

liefert nur die erste Formel ein Resultat. Die Folge {/|a,| hat hier die Form
0,v1,0,0,v2,0,0,0,0,V3,,0,0,0,0,0,0, V4,0,

Diese Folge ist nicht konvergent, aber der grofite Haufungswert ist 1, also R = 1.
Fiir = £1 ist die Reihe divergent und somit I, = (-1, 1).

o Fiir p(z) =3 2 jnla™ erhélt man R = 0 und somit 7, = {0}.

e Fiir p(z) = > o7 & 2" erhélt man R=00 und somit [, = R.

n=0 n!
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2.3 Eigenschaften:

e Jede Potenzreihe konvergiert fiir z = 2y gegen den Wert p(zo) = ag. In der Sum-
menschreibweise p(z) = > "7 a,(x — )" wird also formal 0° = 1 gesetzt.

e Fiir |z — zo| < R ist die Funktion p(z) beliebig oft stetig differenzierbar und die
Ableitungen kénnen durch gliedweises Differenzieren bestimmt werden,

o0

= Z na, (x — x)" !
n=1
o

Z (n— k)v _$0)n_k-

n=~k

Der Summationsbereich ist also immer so gewéhlt, dass keine negativen Potenzen
auftreten. Insbesondere gilt fiir alle k € Nj

P8 (x0) = K ay. (2.1)

e Unbestimmte und bestimmte Integrale kénnen durch gliedweise Integration be-
stimmt werden. Fiir a, b,z € I, gilt also

/p(x) dx = Z n ( — o)™ + const

b oo
_ Qn n+1 n+1
/ap(x)dx—zn+1(b —a"m).

e Die Konvergenzradien der integrierten oder differenzierten Potenzreihen stimmen
mit dem der urspriinglichen Potenzreihe tiberein, d.h., R, = Ry = Ry,

o Abelscher Grenzwertsatz: Ist eine Potenzreihe in einem Randpunkt konvergent, so
ist sie auch dort (einseitig) stetig.

o [indeutigkeitssatz: Zwei Potenzreihen stimmen genau dann iiberein, wenn alle Ko-
effizienten iibereinstimmen.

2.4 Taylor-Reihe: Sei f eine im Punkt x beliebig oft differenzierbare Funktion. Wenn
p(x) =" jan(x — x0)" eine Potenzreihe ist, die mit f auf I, iibereinstimmt, so muss
gemaf (2.1) gelten

f(n)(xg)‘

f™ (o) = p™(z0) =nla, = an:= '
n!

Die Potenzreihe

L OTEN
Tf(z):=)_ ARG (z — xo)" (2.2)

n!
n=0

heit Taylor-Reihe der Funktion f im Entwicklungspunkt xo. Wenn man nur endlich
viele Summanden beriicksichtigt, dann erhélt man das Taylor-Polynom

ml £(n)
= ! n('xo) (@ — 20)"
n=0 )

der Ordnung m von f im Entwicklungspunkt z.
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2.5 Beispiel:
o f(x) = e*, Entwicklungspunkt xy = 0,

n 2 I3

Tf(:r;):z%, T4f(x):1+£+%+g.
n=0

e f(x) = e*, Entwicklungspunkt xy = 1,

rr@) =3 C @) = e e —1)

o f(x)= ﬁ, Entwicklungspunkt z¢ = 0,

Tf(x)zZﬂﬂ Tif(x) =14+ + 2%+ 23 + 2%,
n=0
2.6 Regeln:
T(f+9) =Tf+Tyg

2.7 Restglied: Fiir die Abweichung zwischen Funktionswert und Taylor-Polynom gilt
Folgendes: Es gibt eine Zahl £ zwischen zy und x, sodass

Fme)

m/!

f(@) = Tn(x) + R(x),  Ru(z) =

(x — xp)™.

R,,,(x) heifit Restglied in Lagrange-Form. Es gilt f(x) = T f(x) genau dann, wenn R,,(z)
eine Nullfolge ist. Die Menge aller dieser x wird mit Iy bezeichnet.

2.8 Bemerkungen:

e Ein Funktion, deren Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt x( einen positiven Kon-
vergenzradius hat und im Konvergenzbereich mit ihrer Taylor-Reihe {ibereinstimmt,
d.h., Iy = Iy, heiit analytisch im Punkt .

e Alle elementaren Funktionen (rationale Funktionen, exp z,sinz, cos z,Inz) sowie
deren Verkettung oder Umkehrung sind im Inneren ihres Definitionsgebietes ana-
lytisch.

e Es gibt Funktionen, die beliebig oft differenzierbar, aber nicht analytisch sind.

e Mit der Substitution h := z — x¢ kann eine Taylor-Reihe (2.2) in die Form

>, f(n)
n=0 ’

gebracht werden. Analoges gilt fiir das Taylor-Polynom.
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e T5(x) ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt x.

10

e T,,(z) ist eine gute Approximation fiir f(x), sofern = & xy. Faustregel: Die Appro-
ximation ist um so besser, je ndher x bei z( liegt und je grofler m ist.

2.9 Beispiel:

0
T z"
=D 0

|
n.
n=0
oo

:L,Qn—l—l

sinx = Z(—l)” ZFSk

n=0

[e§)
x2n+1

arctan r = Z(—l)"

n=0
. o0
sinx x2n

=Yy

T (2n+ 1)V

n=0
x2n+1
‘ Y
“—~ (2n+1)!
> 2n

x
coshz = Z W7

n=0

sinhz =

(x—1)*=1—42 + 62> — 42° + 2%,

exp(—1/2%) =0,

2n + 1’

I, =R
I;=R
I;=R

Iy =(-1,1)
Iy = (=1,1]
Iy = (=1,1)
Iy =(-11)
Iy =(=1,1)
Iy = [-1,1]
;=R

I, =R
I;=R

Iy =R

Iy = {0}

2.10 Landau-Symbole: Das Landau-Symbol O(x™) steht fiir eine beliebige Funktion,
die mindestens den Faktor ™ enthélt. Genauer gesagt schreibt man f(z) = O(z™),
wenn sich f in der Form f(x) = 2™g(z) schreiben lisst, wobei die Funktion g stetig im
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Ursprung ist. Es gilt beispielsweise
7rt = O(x*), T2t — 228 = O(a*), T2* = O(2*), T2* # O(2°), cosx — 1 = O(a?).

Mit Hilfe der Landau-Symbole schreibt man im Fall g =0

"+ O0(x™) = Tf (z) + O(z™).

m—1 (n)
f) = 3 L 0wy 02 - 20)7)
n=0 ’
oder besser ,
T fn)
Faot+h) =S 1 n(,“) " 4+ O(h™).
n=0 '
2.11 Rechenregeln:
O(z™) + O(z™) = O(z"), k = min(n,m)
f(z)O(z") = O(x"), falls f stetig
O(z") - O(a™) = O(a™"™)
O(z")/O(x™) # O(z"™™) (im Allgemeinen)
O(z") /™ = O(z"™™)
O(u") = O(z"™), falls u = O(z™)

f(zo+O0(z™) = f(z0) + O(z™), falls f differenzierbar
2.12 Verkettete Funktionen: Ausgehend von der Formel
f(z) =T f(z) + O@™)

und den bekannten Taylor-Reihen elementarer Funktionen lassen sich Taylor-Polynome
verketteter Funktionen ohne die Berechnung von Ableitungen bestimmen.

2.13 Beispiel:

o f(x)= e, gesucht Tgf. Mit u = —z2 erhilt man
2 4

f(:L‘):1—|—u—|—%+0(u3):1—x2+%+0(a76),

also Tsf(x) =1 — 22 + 21/2.

5

° f(x) = tanz, gesucht T f. Mit sinz = x — »%?’ + 11:70 +O(1‘7) und cosz — 1 — % .
"’5—1 + O(2°) erhiilt man zunéchst
. x3 x5 7
smzr $_F+m+0($)

coS T 1_%2+§+0<x6>'
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Die Substitution u = 2%/2 — z*/24 + O(x®) liefert

a2’ 7 2 3
tanx = (x—€+m+0(x )) (I+u+u’+0®u?).
Riicksubstitution ergibt

3 g5 R x3 22

_ o 7). r_r T 6y\ — ., L & 7
tanx—(x 6+120+0(:v)> (1+2 24+4+O(x)> x+3+15+0(x).

Also ist Tgf(x) = x + 2 /3 + 22°/15.

2.14 Bestimmung von Grenzwerten: Grenzwerte vom Typ

i M o) = g(xo) =
xhjglog@), f(zo) = g(0) =0,

lassen sich ohne die Regel von I’'Hospital bestimmen, indem man die Taylor-Entwicklung
von f und g bis zum ersten von Null verschiedenen Term explizit bestimmt.

2.15 Beispiel:
o f(z) =sin(z?) =22+ O(2?), g(x) =1 —cosz = 2%/2 + O(z2?), also

(2 2 3
lim sin(x?) i & + O(x?) _ lim 1+ 0O(x) 5
e—=01—cosz 2=022/2+4+O(x3) +—01/2+ O(x)

o f(z)=2%(*® —1) =22" +O(2%), g(z) = In(1+ 23) = 23 + O(z*), also

o3> —1) . 22+ 0% . 2x+O0(x?)
lim ———— = lim —————> = lim ————= = (.
z—0 In(1+23)  2-0 234+ O(z?) 2-0 1+ O(x)

o f(z)=2?—sinz? =2%/6 +O(z"), g(z) = (1 — cosz)® = 25/8 + O(z7), also

.2 —sinz? 2%/64+0(z") .. 1/6+O(x)
lim ————— =lim ————* = lim ~—— -~ =
e—0 (1 —cosz)? 2—028/8+O(27) +-01/8+ O(x)

4
3
2.16 Minima/Maxima: Sei f'(zg) = --- = f*Y(zy) = 0, dann gilt

Tf(zo+h) = f(xo) + % hF 4+ O(h*).

Daraus kann man folgendes ablesen:

e Wenn £ ungerade ist, dann hat f im Punkt zy, einen Wendepunkt.
e Wenn k gerade ist und f*)(xq) > 0, dann hat f im Punkt x, ein lokales Minimum.
e Wenn k gerade ist und f*)(zy) < 0, dann hat f im Punkt z, ein lokales Maximum.
2.17 Beispiel: Die Funktion
f(z) := cos(x) + cosh(x) = 2+ 2* /12 + O(z°)

hat an der Stelle g = 0 ein lokales Minimum.



11. April 2010 13

3 Fourier-Reihen

3.1 Trigonometrische Reihen: Eine Funktionenreihe der Form

a
t(z) = 30 + aycosx + by sinx + as cos 2z + by sin 2x + ag cos 3z + by sin 3z + - - -

[ee] o0
agp .
= —+ a, cos nx + b,, sin nx 3.1
P> 2 .
heifit trigonometrische Reihe mit Koeffizienten a,,, b,,.

3.2 Eigenschaften:
e t konvergiert gleichméfig auf ganz R, wenn es Konstanten «, 3 > 1 gibt, sodass

lim n%,, = lim n°b, = 0.

n—oo n—oo

Die Funktion ¢ ist dann stetig.

e ¢ ist k-mal stetig differenzierbar, wenn es Konstanten o, 3 > k + 1 gibt, sodass
lim n%,, = lim n°b, = 0.
n—oo n—oo
Die Ableitungen sind wieder trigonometrische Reihen, deren Koeffizienten sich
durch gliedweises Differenzieren bestimmen lassen.

Das Integral [ ¢(z)dz ist genau dann eine trigonometrische Reihe, wenn aq = 0.

Die Funktion ¢ ist 27-periodisch, d.h.,
t(z+27) =t(x), zekR

e { ist genau dann eine gerade Funktion, wenn alle b,, verschwinden.
e ¢ ist genau dann eine ungerade Funktion, wenn alle a,, verschwinden.

3.3 Orthogonalitéitsrelationen: Fiir beliebige n,m € Ny gilt
2m
/ cosnxsinmz dr = 0
0

o 27 fallsm=m=0
/ cosnrcosmzdr =<m fallsn=m >0
0

0 sonst

/2”, . m fallsn=m >0
sin nx sin mx dx =
0 0 sonst

Durch Anwendung der Orthogonalitéitsrelationen sieht man, dass zwischen einer trigo-
nometrischen Reihe und ihren Koeffizienten der folgende Zusammenhang besteht:

2m 2m
a,m = / t(z) cosnx dr, b,m = / t(z) sinnx dz. (3.2)
0 0

2w
aOW:/ t(z) dx.
0

Insbesondere ist
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3.4 Periodische Funktion: Eine Funktion f heifit L-periodisch, wenn
f+L)=f(z), z€R

fiir eine Zahl L > 0. Eine L-periodische Funktion ist auch kL-periodisch fiir alle k € N.
Die Periode einer Funktion ist definiert als die kleinste Zahl L > 0, fiir die die Funktion
L-periodisch ist. Eine L-periodische Funktion ist durch ihre Werte auf einem beliebigen
Intervall der Lange L vollstandig bestimmt.

3.5 Fourier-Reihe: Sei f: R — R eine 27-periodische Funktion, die stiickweise stetig
differenzierbar ist, d.h., der Graph von f besitzt hochstens endlich viele Sprungstellen
oder Knicke. Wenn ¢ eine trigonometrische Reihe geméf (3.1) ist, die mit f {iberein-
stimmt, dann muss wegen (3.2) fiir die Koeffizienten gelten

1 27 1 2m
ap = —/ f(x)cosnxdx, b, = —/ f(x)sinnx dx. (3.3)
T Jo T Jo
Die trigonometrische Reihe
Ff(x):= % + nz:;an cos nx + nz::lbnsinnx

mit Koeffizienten gemés (3.3) heiit Fourier-Reihe der Funktion f. Wenn man nur endlich
viele Summanden beriicksichtigt, so erhilt man das trigonometrische Fourier-Polynom

m—1 m—1
Fo.f(z):= % + Zancosnx+ ansinnx
n=1 n=1

der Ordnung m.

3.6 Bemerkungen:
° ay/2 =5 OQW f(z)dx ist der Mittelwert der Funktion f.
e Wenn f gerade ist, dann ist f eine reine Cosinus-Reihe, d.h., b, = 0,n € N.
e Wenn f ungerade ist, dann ist f eine reine Sinus-Reihe, d.h., a,, = 0,n € Nj.

e Das Integral f027r in der Definition der Koeffizienten kann durch ein beliebiges
anderes Integral iiber ein Intervall der Lange 27 ersetzt werden, z.B. durch f:r

e Wenn f eine stetige, stiickweise glatte Funktion ist, dann konvergiert die Fourier-
Reihe gleichméBig und es gilt F'f(x) = f(x) fiir alle x.

e Wenn f stiickweise glatt, aber unstetig ist, dann gilt F'f(z) = f(z) nur fir Ste-
tigkeitspunkte. Wenn f an der Stelle x unstetig ist, dann konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen den Mittelwert Ff(z) = (f(z + 0) + f(z — 0))/2. Die Konver-
genz ist nicht gleichméBig. Vielmehr beobachtet man in der Ndhe von Sprungstel-
len fiir alle Fourier-Polynome ein Uberschwingen mit asymptotisch etwa 9% der
Sprunghohe — das sogenannte Gibbs’sche Phdnomen.
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3.7 Beispiel: f(x) = max(0,z) fir z € [—7, 7).

/2 firn=0
/f Jcosnzdr = ¢ —2/(wn?) firn=1,3,5,.
0 fiir n = 2,4,6,.

= l/27r f(z)sinnzdr = (—=1)"*'/n
T Jo

Damit ergibt sich die Fourier-Reihe

2 x x n
Ff = — — — (2n — 1)z i
- ; o cos(2n ; sin nx
und das Fourier-Polynom der Ordnung 4
Fuf(z) = = — 2 3z + si in2¢ + 2 sin3
W) = 1 7Tcosx 97rCOS T +sinx 2s1n T sin 3z.
Setzt man speziell x = 0, so erhélt man
FiO) = o) =0="-23 L _
- 4 7 — (2n —1)2
und damit
1l 1 n 1 n 1 B w2
9 25 49 8
Funktion f(t) Approximation Flf(t)
35 T T T T T T 35
05/ 1 0.5r
0 0
05 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5

Approximation F4f(t) Approximation onf(t)
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3.8 Beliebige Periode: Hat die gegebene Funktion f die Periode L, dann kann man
diese durch die Transformation

_27T

9(2) = fla/w), w:=—
auf eine 2m-periodische Funktion g transformieren. Durch Riicktransformation der Fourier-
Reihe von g erhélt man fiir f die verallgemeinerte Fourier-Reihe
a oo oo
Ff(x)= 50 + ;an cos nww + ;bnsmnwaj

mit Koeflizienten

2 L
an——/ f(z) cosnwzx dz
L Jo

2 L
b, = —/ f(z)sinnwz dz.
L Jo

3.9 Fourier-Reihe in komplexer Form: Mit Hilfe der Eulerschen Formel

e"™ = cosnz + isinnx

kann man die Fourier-Reihe (3.1) auch in der Form

o0

Ff(x)= Z ™

n=—oo

schreiben. Dabei sind die Koeffizienten gegeben durch

Lo %ag firn=20
Cn =5 flx)e™™ dx = § L (a, — iby) firn >0
° s (a_p +ib_y,) fiir n <O0.
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4 Funktionen mehrerer Veridnderlicher
4.1 Der Raum R™: Die Menge aller geordneter n-Tupel
R™:={X = (z1,22,...,Zm)’ 171 €ER,..., 2, € R}

heifit m-dimensionaler Punktraum. Die reellen Zahlen z4,...,x,, heilen Koordinaten
von X. Fiir m = 1, 2, 3 schreibt man auch

Mit den Definitionen

X+Y i=(r1+y, ooty .., TmEYn)"

cX = (cay,caa, ..., cxm)’, c€ER
(X,Y) =X Y =219+ Tat2 + - + T
X == V(X, X)
gilt
[eX]|=|c|-[[X], ceR
X + Y| <[ X[+ Y]
X =Y = X[ = Y]
(XY) < |IX1 - Y]
4.2 Konvergenz von Folgen: Eine Folge (X} )ren von Punkten in Xy, = (214, ..., Zpmi)

in R™ heifit konvergent, wenn alle Koordinatenfolgen kovergent sind. Der Grenzwert X
ist dann gegeben durch

lim T1.k
k—oo ’
XO =
lim z,,
k—o0
und man schreibt
lim X, = Xo.
k—oo

Ein Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.

e Die Folge X} konvergiert genau dann gegen Xy, wenn || X}, — X;|| eine Nullfolge
ist.

e Seien Xj und Y} konvergente Folgen mit Grenzwert X, bzw. Y. Dann gilt
khm (Xk + Yk) = XO + Y[), khm CXk = CXO
Tim (X, Vi) = (X, Y5), T [ X,] = [[Xol.
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4.3 Beispiel:

Die Folge (Xi)ren mit X = (1/k, Vk)T ist konvergent zum Grenzwert

klim 1/k 0
Die Folge (X)reny mit X = (1/k,3,k)T ist divergent, da die dritte Koordinate
divergiert.

4.4 Topologische Begriffe:

Die Menge
UE(X0> = {X e R™: HX —X()H < Ef}

heilt e-Umgebung von X.

Ein Punkt X heifit innerer Punkt der Menge M, wenn es eine e-Umgebung U, (X))
gibt, die vollstdndig in M enthalten ist.

Eine Menge M C R™ heifit offen, wenn alle ihre Punkte innere Punkte sind.

Ein Punkt X, heiit Haufungspunkt der Menge M, wenn es eine Folge X, von
Punkten in M gibt, die gegen X konvergiert.

Eine Menge M C R” heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte
enthalt.

Eine Menge M C R"™ heiflt beschrdnkt, wenn es eine Konstante R gibt, sodass fiir
alle X in M gilt | X|| < R.

Eine Menge M C R™ heif3t kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

4.5 Beispiel:

Die Menge M = U.(X)) ist offen und beschrénkt.

Die Menge M = K. (X)) :={X € R™ : | X — Xy|| < e} ist kompakt.

Die Menge M = R" ist offen und abgeschlossen, aber nicht beschréankt.

Die leere Menge M = () ist offen und kompakt.

Die Menge M = K.(X,)\{0} ist weder offen noch abgeschlossen, aber beschrankt.

4.6 Bemerkungen:

Eine Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement
M :={X cR": X ¢ M}

offen ist.

Seien M und Ms offen. Dann sind auch M; U My und M; N M, offen.

Seien M; und M; abgeschlossen. Dann sind auch M; U My und M; N My abge-
schlossen.
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4.7 Funktionen mehrerer Verédnderlicher: Sei M C R™. Eine Vorschrift f : M —
R, die jedem Element X € M eine reele Zahl y = f(X) = f(z1,...,z,) zuordnet, heifit
skalare (oder reelle) Funktion von m Verdnderlichen mit Definitionsgebiet M.

4.8 Spezielle Funktionen:

e Seic € R, dann ist f(X) = ¢ eine konstante Funktion.
e Sei L € R™ dann ist f(X) = (L, X) = LTX eine lineare Funktion.

e Sei A eine (m x m)-Matrix, dann ist f(X) = (X, AX) = XTAX eine quadratische
Funktion.

o f(X)=|X — PJ ist die Abstands-Funktion zum Punkt P.
Dabei ist jeweils das Definitionsgebiet M = R™ moglich.

4.9 Stetigkeit: Sei f := M — R eine Funktion und Xy € M ein Punkt im Definiti-
onsgebiet. Die Funktion f heifit stetig im Punkt Xy, wenn fiir jede Folge X in M, die
gegen X, konvergiert, gilt

lim f(Xy) = f(klggo Xi) = f(Xo).

k—o0

Anderenfalls heifit f unstetig im Punkt Xy. Die Funktion f heifit stetig auf M’ C M,
wenn sie in allen Punkten von M’ stetig ist.

4.10 Bemerkungen:

e Konstante, lineare und quadratische Funktionen sowie Abstands-Funktionen sind
stetig auf R™.

e Wenn f: R™ — R und g : R™ — R stetig sind, dann sind auch f + g, fg sowie
max(f, g) und min(f, g) stetig. Der Quotient f/g ist stetig in Xy, falls g(Xo) # 0.

e Wenn M kompakt ist und f : M — R stetig, dann nimmt f auf M sein Maximum
und sein Minimum an, d.h., es gibt Punkte X,,;, und X, .« in M mit

f(Xmin) < f(X) < f(Xmax) fir alle X € M.

4.11 Beispiel:
o f(x,y) = x*sin(x — y?) + zy ist stetig auf R?.

e Die Funktion

N
—~
(=

=
N~—

2 i (2,y)
fla,y) = {0 b fiir (z,y) = (0,0)

ist stetig auf R2.

e Die Funktion

oy [ g (@) #(0,0)
[z, y) {0 fiir (z,y) = (0,0)

ist stetig auf R*\{(0,0)} und unstetig in (0,0).
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4.12 Vektorfelder: Seien fi, ..., f, skalare Funktionen mit einem gemeinsamen Defi-
nitionsgebiet M C R™. Die daraus gebildete Funktion F': M — R™ mit

fl(X) fl(fl'l,...,l'm)
FX)=| : |= :

L1 | e o)

heifit vektorwertige Funktion von m Verénderlichen oder auch kurz Vektorfeld. Die Funk-
tionen fi,..., f, heilen Koordinatenfunktionen. F' ist genau dann stetig, wenn alle Ko-
ordinatenfunktionen stetig sind.

4.13 Spezielle Funktionen:
e Sei C' € R”, dann ist F'(X) = C eine konstante Funktion.
e Sei A eine (n x m)-Matrix, dann ist F'(X) = AX eine lineare Funktion.

e Id(X) := X ist die identische Abbildung (oder kurz die Identitit). Dies ist die
lineare Abbildung mit A = E. Wenn das Definitionsgebiet auf die Menge M C R™
eingeschréankt ist, dann schreibt man auch Id,,.

4.14 Verkettung: Seien G := R¥ — R™ und F : R™ — R" zwei Vektorfelder. Dann
ist die verkettete Funktion V := F o G definiert durch

ViRF = R" V(X):=F(G(X)).
Wenn F' und G stetig sind, dann ist auch V = F o G stetig.
4.15 Umkehrfunktion: Sei F': M — R™ ein Vektorfeld mit Bildbereich
B:={F(X): X e M} CR™
Wenn es eine Funktion G : B — M gibt mit
GoF =1dy, FoG=Idg,
dann heit G Umkehrfunktion von F und man schreibt G = F~1,

4.16 Beispiel: Sei M =R x (—7/2,7/2) und

ﬂn@:[@ww} G@wﬂﬁ=ﬁ+ﬂ,

eP sin q Tz

dann ist
% In(r? + s?)

etV coswz
arctan(s/r)

F(r,s) = [ ] , Vix,y,2) = Lﬂy sinas |-
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4.17 Visualisierung mit Matlab: Wichtige Matlab-Grafik-Befehle sind: axis, camlight,
cameratoolbar, clf, close, colormap, contour, cylinder, figure, grid, hold,
light, linspace, mesh, meshgrid, plot, plot3, shading, subplot, surf, title,

view.

e Eine Funktion F := [a,b] — R? heifit Kurve in R%. Kurven in R? und R? kénnen
mit Hilfe der Befehle plot und plot3 dargestellt werden.

— Kurve in R?, F(t) = [tcost, tsint]?,t € [0,10].

t = linspace(0,10);
x = t.*xcos(t);

y = t.*sin(t);
plot(x,y);

% 100 Punkte im Intervall [0, 10]
% x-Koordinaten
% y-Koordinaten
% Kurve plotten

— Weg in R3, F(t) = [cost,sint,t/5]",t € [0,67].

t = linspace(0,6%pi,300);
h =

set(h,’LineWidth’,3);
grid on;

axis equal

% 300 Punkte im Intervall [0,6%*pil

plot3(cos(t),sin(t),t/5,’r’); % rote Kurve plotten

% Liniendicke einstellen
% Koordinatengitter anzeigen
% einheitliche Achsenskalierung

e Eine Funktion F' : [a,b] X [¢,d] — R kann mit Hilfe der Befehle mesh und surf

dargestellt werden.

— F(z,y) = zcos(z? + y?), (z,y) € [-1,1] x [0,2].

x = linspace(-1,1,30);
y = linspace( 0,2,30);
[x,y] = meshgrid(x,y);
z = x.*cos(x."2+y."2);
mesh(x,y,z);
cameratoolbar;

% 30 x-Werte im Intervall [-1,1]

% 30 y-Werte im Intervall [ 0,2]

% Punktegitter erzeugen

% z-Koordinaten

% Flaeche als Kurvennetz darstellen
% interaktive Tools einschalten

— wie zuvor, aber mesh-Befehl ersetzen durch

surf(x,y,z);
shading interp;
camlight;

% Flaeche schattiert darstellen
% ohne Linien, glatter Farbverlauf
% Lichtquelle einschalten

e Eine Abbildung F : [a,b] X [c,d] — R3 heifit Fliche. Flichen kénnen ebenfalls mit
Hilfe der Befehle mesh und surf dargestellt werden.

— F(u,v) = (uv, u,u® — v?), (u,v) € [-1,1]>.

u = linspace(-1,1);

v linspace(-1,1);

[u,v] = meshgrid(u,v);

h= surf(u.*v,u,u.”2-v."2);
shading interp;

colormap (copper) ;
cameratoolbar;

camlight;

set (h, ’AmbientStrength’,0.7)

% 100 u-Werte im Intervall [-1,1]
% 100 v-Werte im Intervall [-1,1]
% Punktegitter erzeugen

% Flaeche schattiert darstellen

% ohne Linien, glatter Farbverlauf
% Farbskala waehlen

% interaktive Tools einschalten

% Lichtquelle einschalten

% Flaeche aufhellen
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5 Differenziation

Gradient: Sei M C R™ eine offene Menge, Xy € M ein Punkt darin und f: M — R
eine skalare Funktion. Wenn es einen Zeilenvektor G gibt, sodass

[(Xo+ H) = f(Xo) + GH +r(H),

wobei fiir den Restterm r gilt
I r(H)
im —— =
H=0 || H]|
dann heit f differenzierbar im Punkt Xy und G heit Gradient von f im Punkt Xj.
Géngige Schreibweisen fiir den Gradienten sind

0,

G =V f(Xo) = grad f(Xo) = D f(Xo).

Nicht iblich ist dagegen im Fall m > 1 die Schreibweise f'(Xj).

5.1 Differenziation spezieller Funktionen: (vgl. Seite 19)

Fiir die konstante Funktion f(X) = cist V f(X,) = 0.

Fiir die lineare Funktion f(X) = LTX ist Vf(X,) = L".

Fiir die quadratische Funktion f(X) = XTAX ist Vf(X,) = XI (AT + A). Wenn
A symmetrisch ist, gilt insbesondere V f(Xj) = 2X[' A.

Die Abstands-Funktion f(X) = || X — P|| ist differenzierbar fiir X, # P und es

. _ T
gilt V f(Xo) = S

5.2 Regeln: Seien f und g differenzierbare Funktionnen, dann gilt:
e [+ g ist differenzierbar mit V(f + g) = Vf + Vg.
e fg ist differenzierbar mit V(fg) = fVg+ gV f.

e f/g ist differenzierbar mit V(f/g) = W, sofern der Nenner nicht Null ist.

5.3 Partielle Ableitungen: Die Elemente des Zeilenvektors V f bezeichnet man als
partielle Ableitungen von f und schreibt

0 0
Vf= {8—3{1, ’6_.%]] oder auch Vf = fs,..., fan]-

Man berechnet die k-te partielle Ableitung 0f/0xy, indem man alle Argumente von
f(zq,...,x,) mit Ausnahme von xy selbst als konstant betrachtet und dann in der iibli-
chen Weise nach der einen Variablen x;, ableitet.

Wenn f differenzierbar ist, dann existieren die partiellen Ableitungen. Umgekehrt folgt
aus der Existenz der partiellen Ableitungen die Differenzierbarkeit von f nur dann, wenn
die partiellen Ableitungen stetig sind.
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5.4 Beispiel:
o Fiir f(x,y) = xsin(y — x) ist
af

5o (04) = [o(z,y) = sin(z — y) — zcos(y — x)
%(%y) = fy(@,y) = xcos(y — x)

Vf(x,y) = [sin(x — y)—xcos(y — x), xcos(y — x)].

o Fiir f(X)=uaf+a3+ - +a2 ist
of

a_:ck(X) =2z, Vf(X)=2XT

o Fir f(2,,2) = 2y2 ist Vf(2,,2) = [y, 22, 2y).

5.5 Richtungsableitung: Sei R € R™ ein Vektor mit Lange |R| = 1 und g(t) :=
f(Xo + tR). Dann bezeichnet man die reelle Zahl

Vrf(Xo) :==¢'(0) = Vf(Xo)R

als Richtungsableitung von f in Richtung R. Sie gibt die Steigung der Funktion f an,
wenn man sich vom Punkt X, aus in Richtung R bewegt. Der maximale Wert der
Richtungsableitung tritt fir R = Vf(Xo)/||Vf(Xo)|| auf. Der Gradient zeigt also in
Richtung des steilsten Anstiegs von f.

5.6 Partielle Ableitungen zweiter Ordnung: Man definiert die Ableitungen zwei-
ter Ordnung einer Funktion f : R™ — R durch

0 f 0 (8f) o
: — 1, 4i=1...,m.

8:& al'j o (9:1:Z 83:j
Ublich ist auch die Schreibweise
fore, = -2
Titi (9.1'1 3:15]- ’
Die (m x m)-Matrix aller zweiten Ableitungen heifit Hesse-Matriz,
0% f f ..o ]
Ox1 Ox1 0x1 Ox2 0x1 OTm
o2 f o2 f . o2f
ng — 8:1:2.811 Bmg'&rg Oxo .&vm
f > f L. _9f
L Ozm Ox1 Oz 02 0Ty OTm |

Nach dem Satz von Schwarz ist die Reihenfolge der Ableitungen vertauschbar, wenn die
zweiten partiellen Ableitungen stetig sind. Das heifit,

02 f 02 f

81‘2- 8.’13]' N 8.’13]' a.ﬁlﬁ'l )

In diesem Fall ist die Hesse-Matrix also symmetrisch.
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5.7 Beispiel: f(X) = f(x,y,2) = a2y +yz> + 2t Mit Vf(X) = [y + 423, x + 23, 2y2]

1st
%()Q = faa(X) = 1227
aiQécy(X) = fuy(X) = fra(X) =1
a(f;z (X) = for(X) = frr( X) =0
giyJ;(X) = fy(X) =0
8?;5,2 (X) = fye(X) = foy(X) = 322
o1

Die Hesse-Matrix ist

1222 1 0
Vi X)=| 1 0 322
0 322 2

5.8 Ableitungen héherer Ordnung: Die partiellen Ableitungen dritter Ordnung de-

finiert man durch
Pf o 0 0% f

Dieses rekursive Prinzip wird analog fiir Ableitungen beliebiger Ordnung fortgesetzt.
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen kann im Falle der Stetigkeit wieder beliebig
vertauscht werden.

5.9 Beispiel [— 5.7]: Die einzigen von Null verschiedenen Ableitungen dritter Ord-
nung sind

83
03 f
Ty ) = () = fuzX) = fory(X) = 62

und die einzigen von Null verschiedenen Ableitungen vierter Ordnung sind

o f

Ozt
o f

By 923

(X) = fowaa(X) =24

Alle Ableitungen héherer Ordnung sind Null.
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5.10 Differenziation von Vektorfeldern: Ein Vektorfeld F' : R™ — R™ heifit dif-
ferenzierbar im Punkt X, wenn alle Koordinatenfunktionen fi,..., f, im Punkt X
differenzierbar sind. Die aus den Gradienten der Koordinatenfunktionen zusammenge-
setzte (n x m)-Matrix

V fi(X)

Vfo(X

P e [T

V fa(X)
heifit Ableitung (oder auch Jacobi-Matriz oder Funktionalmatriz) von F.
5.11 Beispiel:

xy + 22 T 2z
F(z,y,2) = [ yzem } = DF(z,y,z) = [;ém 0 ex} .
0
F(t)=|t = DF@{t)=]1
t3 3t2

5.12 Kettenregel: Seien G : R* — R™ und F : R™ — R" differenzierbar, dann ist die
verkettete Funktion V : F' o G : R¥ — R" differenzierbar und es gilt

DV(X) = DF(P)- DG(X), wobei P =G(X).

Die Matrizen DF(P) und DG(X) haben Dimensionen (n x m) bzw. (m X k), sodass
die Produktmatrix DV (X)) die korrekte Dimension (n x k) hat. Achtung: Im Gegensatz
zum Fall einer Variablen muss die Reihenfolge der inneren und dufleren Ableitung bei
der Multiplikation beachtet werden.

5.13 Beispiel:

o (vgl. Seite 20)

Tz z 0 =z

reffeam-pi) oo

DF(P) = ¢P {Cf)sq — sin q} _ oty {C?S zz —sin xz}
Sin g COSq SImxz cos Tz

DV (z,y,z) = DF(P) - DG(X) = " {

CoSxz — zSInxrz cosxz —xsinzz
sinxz + zcosxz Ssinzxz rcoszz|

o f=R™" >R G:R—R" G(t) = Xog+tR. Hierist v(t) = f(G(t)) = f(Xo+tR)
eine einfache reelle Funktion. Es gilt

V'(t) = VF(Xo+tR)- R und insbesondere v'(0) = Vf(Xo)R = Vgf(Xo).

v’'(0) ist also die Richtungsableitung von f in Richtung R (vgl. Seite 24).
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6 Taylor-Reihen in mehreren Veridnderlichen

6.1 Potenzreihen in zwei Verinderlichen: Sei X — X, = H = (h, k)”. Eine Funk-
tionenreihe der Form

p(X) = p(Xo + H) = CLO,O + alvoh + CLOJk’ + &270h2 + (1171]1]{3 + (lo,ng —+ .-
=3 Y e
{=0 n=0

heiBBt Potenzreihe im Punkt X,. Durch partielles Ableiten erhélt man analog zu (2.1)
auf Seite 8 die Formel
ot 9, p(Xo) = lInlay,. (6.1)

6.2 Taylor-Reihen in zwei Verinderlichen: Sei f : R? — R eine beliebig oft diffe-
renzierbare Funktion. Wenn p eine Potenzreihe ist, die mit f auf ihrem Konvergenzgebiet
tibereinstimmt, dann muss geméf (6.1) gelten
9; 9, f(Xo)
(g = — -
’ n!
Die Potenzreihe , (X0)
=, 0L o f(Xo
_ Yu % JAR0) 5 opn
rr0 - 35 E L
£,n=0
heilt Taylor-Reihe der Funktion f im Entwicklungspunkt X,. Wenn man nur endlich
viele Summanden beriicksichtigt, so erhélt man das Taylor-Polynom

T f(X) = Hfm 0.9, f(Xo) ag!{l EXO) Kk
£,n=0
der Ordnung m von f im Entwicklungspunkt Xj. Insbesondere gilt
L f(X) = f(Xo)
T f(X) = f(Xo) + Vf(Xo) - H
T:f(X) = f(Xo) + Vf(Xo) - H+ % HT. V?f(X,) - H.

Das Taylor-Polynom dritter Ordnung ist als durch Wert, Gradient und Hesse-Matrix im
Punkt X, bestimmt. Fiir das Restglied gilt qualitativ

rm(X) = f(X) = T f(X) = O(|H[™),
d.h., es bleibt nach Division durch ||H||"™ noch stetig im Punkt Xj.

6.3 Taylor-Polynom in m Veranderlichen: Die obigen Formeln fiir 71 f, 75 f und
T5 f sind analog auch fiir Funktionen f : R™ — R giiltig. Es gilt also ganz allgemein

T f(X) = f(Xo)
Lf(X) = f(Xo) + Vf(Xo) - H

T (X) = F(Xo) + VA(Xo) - H + 5 H- V¥ (Xo)- H
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6.4 Beispiel:
o f(z,y) = (1+3y?)e”, zo = yo = 0. Man erhélt

(1+3y?)e* firn=0 1 firn=20
6ye” firn=1 0 firn=1
QLI f(x,y) = = 838” 0,0
20y /(%) Ge® fiir n =2 yf(0,0) = 6 firn=2
0 firn>3 0 firn>3
und damit
1
Tof(w,y) = L+ a + 5o° +3y°
1 1
Tof(x,y) =1+ 2+ 52 + 3y + ~2° + 3zy°
2 6
1 1 1 3
T _1 19 2, 13 2, L 4 9 29
sf(x,y) +$+2:E + 3y —|—6x + 3zy +24:B ~|—2a7y
= r' 6aly? =z 0N
W=Dt = A3 ) = (L4 3)e
=0 =0
o f(z,y) =6x —sinzy, vo = 1/2, yo = 7. Man erhélt
f(X) = 6z — sinzy, f(Xp) =2
f2(X) =6 — ycoszy, fo(Xo) =6
fy(X) = —zcosxy, fy(Xo) =0
fee(X) = y?sinzy, fea(Xo) = 72
fay(X) = — coszy + zysinzy, fay(Xo) = 7/2
fyy(X) 2sina:y, fyy(XO) =1/4
und damit

2
1
Ty(X) = T5(Xo + H) = 2+ 6h + %hQ + ghk + oK

+ 16, 0]H + %HT- [;;2 Zﬂ CH.

6.5 Beispiel: Taylor-Polynome in mehreren Verdnderlichen kénnen gelegentlich auch
aus den bekannten Taylor-Reihen fiir elementare Funktionen hergeleitet werden. Gesucht
sei z.B. Ty f fir f(z,y) = 1/(cos(2x — 4y) + = + 8y?) und x¢ = yo = 0. Dann erhélt man
() : 1
r,Yy)= -
14z +8y2 — & L o(|x|4) L+ (z— 222 + 8zy + O(]| X))

=1—(z—22*+ Sxy) (z — 22 + 8xy)? — (z — 227 + 8xy)* + O(|| X ||*)

=1— (v — 22 + 8xy) + (2 — 42° + 162%y) — (=*) + O(|| X||*)

=1— 2+ 32% — 8vy — 52° + 162%y + O(|| X ||*).

Also ist
Tif(x,y) =1 —x + 32% — 8xy — 52° + 1627%y.
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7 Extrema

7.1 Minimum/Maximum: Eine reellwertige Funktion f : M — R mit Definitionsge-
biet M C R™ besitzt im Punkt X ein lokales Minimum bzw. Maximum, wenn fiir eine
hinreichend kleine e-Umgebung B.(Xj) von X (siehe Seite 18) gilt

f(X) < f(Xo) bzw. f(X)> f(Xo) furalle X € B.(Xq)N M.
Minima und Maxima bilden zusammen die Menge der Extrema.

7.2 Notwendige Bedingung: ei f differenzierbar. Wenn f im Punkt X, ein Extre-
mum besitzt und X ein innerer Punkt von M ist, dann verschwindet dort der Gradient,

Vi(Xo)=[0,...,0].

7.3 Kritische Punkte: Ein innerer Punkt X, € M heifit kritischer Punkt oder auch
stationdrer Punkt von f, wenn der Gradient dort verschwindet, Vf(X,) = [0,...,0].
Ein kritischer Punkt, der kein Extremum ist, heifit Sattelpunkt.

7.4 Beispiel:

o f(x,y) = 2% + 2y? hat Gradient V f(x,y) = [2x,4y]. Der einzige kritische Punkt
ist Xy = (0,0)”. Die Funktion f hat dort ein Minimum, da f(X) > f(X,) = 0 fiir
alle X € R%

e f(z,y) = xy hat Gradient V f(z,y) = [y, z]. Der einzige kritische Punkt ist X, =
(0,0)T. Die Funktion f hat dort einen Sattelpunkt, da f in jeder Umgebung von
Xo sowohl positive als auch negative Funktionswerte annimmt. Man betrachte
beispielsweise die Werte f(t,t) = t* und f(—t,t) = —t? fiir beliebiges ¢ € R.

o f(z,y) = x — 2% — xy? hat Gradient
Vf(z,y) =[1—32? —y? —2xy]. Null-

setzen des Gradienten ergibt die kriti- e
schen Punkte Nullsetzen des Gradien- 1 N X, _
ten ergibt die kritischen Punkte
0.5
fo- i) - 4]
X2 _ |:\/§/3:| , X3 — |:_\/§/3:| . 0
0 0
-0.5
Mit f(z,y) = 2(1—2%—1y?) sieht man,
dass das Vorzeichen von f in den grau -1 + -
schattierten Bereichen positiv und in X,
den iibrigen Bereichen negativ ist. Al- _; 5

so handelt es sich bei Xy und X; um
Sattelpunkte, bei X5 um ein Minimum
und bei X3 um ein Maximum.
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7.5 Quadratische Funktionen: Sei A eine invertierbare und symmetrische (m x m)-
Matrix. Die quadratische Funktion
1
f(X)=a+L"X + 5 XTAX

hat den Gradienten
VIX)=L"+XTA

und den kritischen Punkt

Xo=—-A"'L.
Fiir ein beliebiges X und H := X — X, erhélt man
f(X) = f(Xo) = L"H + X{ AH + 5 H'AH = S H"AH = _ H'VDV"H,

wobei D = diag(\y, ..., \,) die Diagonalmatrix der Eigenwerte von A und V' die zu-
gehorige orthogonale Matrix der Eigenvektoren ist. Mit P := VT H erhilt man

1 1

F(X) = f(Xo) = §PTDP= 3

e Wenn alle Eigenwerte positiv sind, heifit die Matrix A positiv definit. Dann ist

f(X)— f(Xo) > 0und f hat an der Stelle X ein Minimum.

(AP} + Xaps + -+ - + Amp2).

e Wenn alle Eigenwerte negativ sind, heifit die Matrix A negativ definit. Dann ist
F(X) = f(Xo) <0und f hat an der Stelle X ein Maximum.

e Wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt, heifit die Matrix A
indefinit. Dann hat f hat an der Stelle X, einen Sattelpunkt.
Spezialfall f := R? — R: Hier gilt A\;\s = det A und \; + Ay = a1 + ag. Damit folgt

detA>0 und ay;; >0 = A positiv definit = Minimum
det A >0 und a;; <0 = A negativ definit = Maximum
det A <0 = A indefinit = Sattelpunkt.

7.6 Beispiel:
o f(x,y,2) =3—4dy+ 4z + 2% + 3y> + 322 + 2yz. Hier ist

0 2 00 0
a=3, L=|-4|, A=]0 6 2 = Xo=-A'L= 1
4 0 2 6 —1

Die Matrix A hat die Eigenwerte A\; = 2, Ay = 4, A3 = 8. Also ist A positiv definit
und die Funktion f hat an der Stelle X, ein Minimum.

o f(z,y) =2+ 22+ a2y — 9y Hier ist a = 2, L = (0,0)7 und
2 1
[ )
Wegen det A = —5 hat f an der Stelle X, = (0,0)7 einen Sattelpunkt.
o f(z,y) =—1—-32%+zy— o> Hierist a = —1,L = (0,0)” und
-6 1
RN

Wegen det A = 11 und a1; = —6 hat f an der Stelle Xy = (0,0)” ein Maximum.
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7.7 Charakter kritischer Punkte: Sei f : R” — R und Xj ein kritischer Punkt.
Dann hat das quadratische Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt X, die Form

Tsf(Xo+ H) = f(Xo) + % HTAH, A:=V?f(Xy).

Wenn die Hesse-Matrix A
e positiv definit ist, dann hat 75 f und damit auch f an der Stelle X, ein Minimum.
e negativ definit ist, dann hat 75 f und damit auch f an der Stelle X, ein Maximum.
e indefinit ist, dann hat T3 f und damit auch f an der Stelle X einen Sattelpunkt.

e Determinante 0 hat, dann miissen fiir die Bestimmung des Charakters des kriti-
schen Punktes Taylor-Polynome hoherer Ordnung herangezogen werden.

Fiir den Spezialfall m = 2 kénnen die Kriterien der vorigen Seite verwendet werden.
7.8 Beispiel:

o Fiir f(z,y) = 2? + 2y* — 2%y hat der Gradient V f(z,y) = [22(1 — y), 4y — 2?] die

Nullstellen
0 2 -2
n=lo] x=[T] =[]

Die Hesse-Matrix ist

A:=V2f(z,y) = lZ__;z _QZ } :

Fiir X = X, gilt

2 0
A:[O 4:|, detA:& CL11:2.

Also hat f hat an der Stelle X ein Minimum. Fiir X = X, bzw. X = X3 gilt

0 +4
A_{ﬂ 4}, det A = —16.

Also hat f an den Stellen X; und X, einen Sattelpunkt.

o Fiir f(X) = (1 + 2%+ y2)e¥ hat der Gradient Vf(X) = ¢¥[2z, 1 + 2 + 22 + yz, y]
die Nullstelle Xy = [0, 0, —1]7. Die Hesse-Matrix

V2 f(Xo) =

oo
|
— = O
o= o

hat die Eigenwerte \; = 2, X\o3 = (=1 £ 1/5)/2 und ist deshalb indefinit. f hat
also an der Stelle X einen Sattelpunkt.
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8 Integrale mit Parametern

8.1 Parameterintegral: Sei f := R? — R eine stiickweise stetige Funktion, dann ist

b
oy) = / f(z,y) du

ein sogenanntes Parameterintegral.

8.2 Integration: Es gilt

/Cdg(y)dyZ/cd [/abf(x,y)dxl dy:/ab [/cdf(x,y)dy] d.

Die Integrationsreihenfolge darf also vertauscht werden.

8.3 Differenziation: Wenn die partielle Ableitung f, existiert und stetig ist, dann ist
g differenzierbar und es gilt

s = [ Hea
Integration und Differenziation diirfen dann also vertauscht werden.
8.4 Beispiel:
e Fir f(z,y) = xze™ und [a, b] = [0, 2] ist

2
(ry —1)e™

(2y — 1)e* + 1
y? ‘

y2

9(y) =

0

Die Bestimmung von fcd g(y) dy auf direktem Weg ist schwieriger als durch Ver-
tauschung der Integrationreihenfolge. Fiir [c, d] = [0, 1] erhdlt man

1 1
/ f(%y)dy:e’”’y‘ =e'—1
0 0

/Olg(y)dyz/j(ew—l)dfczex—fc

e Fiir f(z,y) =Inzy und [a, b] = [1, 2] ist

und damit

=e?—3.
0

2 1
g(y) = z(lnzy — 1) ‘ =lny+1In4—1 und damit g¢'(y) = —.
1 )

Mit f,(z,y) = 1/y ist genauso
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8.5 Variable Integrationsgrenzen: Wenn auch die Integrationsgrenzen von y abhéngen,

dann erhalt man
b(y)

9(y) = f(z,y)dx.

a(y)
Wenn a(y), b(y) und f,(x,y) stetig sind, dann ist ¢ differenzierbar und es gilt

b(y)

Jy) = fy(x,y) de + f(0(y), v)V'(y) — flaly),y)d'(y)-

a(y)
8.6 Beispiel: Ist wie zuvor f(z,y) = Inzy, aber a(y) = y* — 1 und b(y) = >+ 1, dann
erhélt man

Y1

=+ D(In@+ 1y —1) — (" — H(n(y? — 1)y — 1).

9(y) =z(lnzy — 1)

y?-1

Die direkte Berechnung der Ableitung ist schwieriger als die Verwendung der Formel

VAL gy 2 241
J(y) = / — +2yIn(y* + Dy —2yIn(y* — 1)y = = +2yln y2 .
21 Y (1 y?—1
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9 Kurvenintegrale

9.1 Kurve in R": Eine stetige, stiickweise differenzierbare Funktion

$1<t>
X :[a,b = R", X(t)= :
(1)

heifit Kurve in R™. Das Argument ¢ heifit auch Parameter der Kurve. Die Bildmenge
K :={X(t):t € [a,b]}

wird auch als Spur der Kurve X bezeichnet. Verschiedene Kurven konnen dieselbe Spur
besitzen.

9.2 Beispiel:

e Die Kurve X(¢t) = [rcost, rsint]”, t € [0, 27, besitz als Spur einen Kreis mit
Radius r um den Ursprung.

e Die Kurven

cost t

X(t):[sint},te[o,w] und Y(t):[m

besitzen beide dieselbe Spur K, namlich einen Halbkreis mit Radius 1.

, tel-1,1]

e Die Kurve X (t) = [rcost, rsint, ct]T, t € R, beschreibt eine Schraubenlinie.

9.3 Tangente: Die Tangente an die Kurve X im Punkt X(¢y) ist gegeben durch das
lineare Taylor-Polynom

Dabei enthélt der Tangentenvektor
4 (to)
X'(to) = :
(o)
die Werte der Ableitungen aller Koordinatenfunktionen.

9.4 Linge einer Kurve: Die Liange L der Spur der Kurve X : [a,b] — R" ist gegeben
durch

L= / 1X(t)] dt.

Wenn X an endlich vielen Stellen nicht differenzierbar ist, dann konnen diese bei der
Berechnung de Integrals vernachlissigt werden. Interpretiert man ¢ als die Zeit und X ()
als die Position eines Teilchens zum Zeitpunkt ¢ im Raum, dann ist ||.X'(¢)|| der Betrag
der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t. Der zuriickgelegte Weg berechnet sich also als
Integral iiber den Betrag der Geschwindigkeit.
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9.5 Beispiel:

e Fiir X(t) = [rcost, rsint]”, t € [0, 27], ist

. 2w
X/(t):[ ”mtl, IX'@®)| =, L:/ rdt = 2nr.
rcost 0
o Fiir X(t) =[t, 2t + [t]]”, t € [-1, 1], ist
Lo
L firt <0
ur
/ 1] , V2 fiirt <0,
X't)y=4 " - ;o IXON =
1 V10 fiir t > 0.
5 firt >0
\ L .

Damit erhalt man

L:/_Ol\/ﬁdtJr/Ol\/Edt:\@Jr\/l_O.

e Wenn die Spur einer Kurve als Graph einer Funktion f : [a,b] — R gegeben ist,
dann ist deren Linge

L= /b\/1+f’(t)2 dt.

9.6 Arbeitsintegral: Sei F':= M — R" ein Vektorfeld mit Definitionsgebiet M C R"
und X : [a,b] — M eine Kurve in M mit Spur K. Dann ist das Arbeitsintegral von F
lings K definiert durch

W /bF(X(t)) CX(8) dt,

wobei der Punkt das Skalarprodukt der Vektoren F(X(t)) und X'(t) bezeichnet. Das
Arbeitsintegral besitzt folgende physikalische Interpretation: Wenn auf ein Teilchen, das
sich entlang des Weges X bewegt, eine Kraft ' wirkt, so ist W die Arbeit, die an dem
Teilchen verrichtet wird. Wegen X’ = dX/dt schreibt man auch

W= /KF(X)~dX.

9.7 Beispiel:

1. Fur
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2. Fir
| 2wy | tcost
F(xay) — |:x2_'_y2:| und X(t) = |: fsint :| [0 77'/2]
1st
/2 2 . i
W—/ 2t costsmg ‘ cpst tsint dt
0 t sint + tcost
3
= / t*sint(2cos®t + 1) + t* cost(1 — 2sin®t) dt = %
0
3. Fir
_ | 2wy To
F(x,y) = |:x2+y2:| und X (t) = [ t} , tel0,7/2]
1st

w/2 0 0 /2 3
. . — 2 —_
e [P0 e [T

9.8 Unabhiingigkeit von der Parametrisierung: Sei g : [&,B] — R eine monoton
wachsende Funktion mit Wertebereich [a, b] = [g(a), g(b)]. Dann ist mit ¢t = g(7)

X(7) = X(g(r)) = X(1), 7¢€la,b],

eine orientierungserhaltende Umparametrisierung de Kurve X, d.h., X und X besitzeb
dieselbe Spur K und haben dieselbe Orientierung. Die zugehtrigen Arbeitsintegrale W
und W sind nach der Substitutionsregel identisch,

W= /bF(X(t)) CX'(t) dt = [bF(X(t)) S X'(t)dt = W.

Wenn g eine monoton fallende Funktion ist, dann stimmen die erzeugten Kurven eben-
falls iiberein, aber die Orientierung &ndert sich. Es gilt dann W = —WW. Der Wert
des Arbeitsintegrals hingt also nur vom Vektorfeld F', der Spur K und der gewéhlten
Orientierung ab.

9.9 Beispiel:
4. siehe Bsp. 1 auf Seite 35: Mit ¢t =sin7, 7 € [0,7/2], ist
2

R (r) = X(sin(r) = [sip T:| X = [2 sinrcosr]

S T COST

und

W :/ [sm T+Sln7':| . |:2SIIITCOST:| dr
0 sin® 7 cosT
3 2 17
/ (3sin® 7 cos T + 2sin® T cos 7) dr = = sin* 7 4+ Zsin® 7 = —
0 4 3 12

wie zZuvor.
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5. Sei K der positiv orientierte Rand des Kreises um den Ursprung mit Radius r und

Flo) = | 5 | =00,

2 +y2

Zunéchst muss eine Parametrisierung X der Spur K gefunden werden, z.B.

X(t) =

reost ] e [0, 27].

rsint

[ =rsint —rsint o
W = TCOSt . dt = 1dt = 2m.
| rcost 0

9.10 Abschitzung: Fiir das Arbeitsintegral gilt die Abschétzung

Damit ist

b
L/FM@)XUﬁ<mMMN(DWL

a<t<b
wobei L die Lange der Spur von X bezeichnet.

9.11 Potenzial: Wenn es eine Funktion ¢ : M — R gibt mit Vo = FT, dann heifit ¢
Potenzial des Vektorfelds F'. Es gilt dann nach der Kettenregel

(e(X (1) = Ve(X(0)X'(t) = F(X (1)) - X'(1)

und damit fiir das Arbeitsintegral

Das heifit, dass der Wert des Arbeitsintegrals nur vom Anfangs- und Endpunkt, nicht
aber vom Verlauf der Kurve X abhéngig ist. Insbesondere verschwindet das Weginte-
gral fiir geschlossene Kurven, also fiir Kurven, bei denen der Anfangspunkt mit dem
Endpunkt iibereinstimmt.

9.12 Bedingungen fiir die Existenz eines Potenzials: Wenn das Vektorfeld F' =
[f1, ..., fa]T ein zweimal stetig differenzierbares Potenzial o besitzt, dann gilt nach dem
Satz von Schwarz

¢ Py
a.’lﬁi al'j N al'j 89&1
und deshalb of of
j i
= 1

fir alle 1 < j < ¢ < n. Im Fall n = 2 ergibt sich eine einzige Bedingung fiir das
Vektorfeld F(z,y) = [f(x,y), g(x,y)]T, nimlich

fy = G- (92)

Die angegebenen Bedingungen sind also notwendig fiir die Existenz eines Potenzials.
Sie sind auch hinreichend, sofern das Definitionsgebiet M von F' offen und einfach
zusammenhdngend ist, d.h., wenn jede geschlossene Kurve in M auf einen Punkt zu-
sammengezogen werden kann. Das Potenzial ist dann bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmt.
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9.13 Beispiel:
e Fiir

2zy

24 y2] und

F(z,y) = [
ist die Bedingung (9.2) wegen
fo(@.y) = ga(z,y) = 22
erfiillt. Das Potenzial bestimmt man wie folgt:

20y = P, = = = /2xydx = 2%y + c(y).
Durch Ableiten erhalt man
2 2 2 2 yg
Ay ==+ dy) = C(y)Z/y dy = —.
Also ist die Funktion

oz, y) =2’y + 3

ein Potenzial. Fiir die beiden Wege in den Beispielen 2 und 3 auf Seite 36 gilt

0 0
xo)- 9] xw=[})
und damit ,
W = (0,7/2) = 9(0,0) = 7
(p ) ) 24'
e Hir
flz,y,2) siny
F(z,y,2)=| g(z,y,2) | = |xcosy+sinz
h(z,y, z) ycosz + 2z

lauten die Bedingungen (9.1)
fy =9, =cosy, f.=hy,=0, g.=h,=cosz
und man erhilt
siny = o (x,y,2) =  p(r,y,2) = /sinyd:c =zsiny + c(y, 2)
rcosy +sinz = @y(x,y,2) =xcosy +¢,(y,2) = c(y,z) = /sinzdy = ysinz + d(z)

ycosz + 2z =@, (r,y,2) =ycosz+d(z) = d(z):/Q,zdz:z2

o(x,y,2) = xsiny +ysin z + 2%
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e siche Bsp. 5. auf Seite 37. Hier ist

y? — 22
fy = gx = 2 2\2 "
(2* +y?)

Dennoch gibt es kein Potenzial, da das Definitionsgebiet M = R?\(0,0) des Vek-
torfelds nicht einfach zusammenhéngend ist. Deshalb ist es auch moglich, dass das
Arbeitsintegral {iber den geschlossenen Weg X nicht 0 ist. Die formale Rechnung

xg_—fyz =¢.(z,y) = ¢ =arctany/z + c(y)

x x , B
22 1 y? = 22 + 2 +Jy) = cy)=0
o(z,y) = arctany/x

liefert kein Potenzial, da ¢ fiir = 0 nicht definiert ist.
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10 Integrale in R”

10.1 Intervalle in R™: Seien A = [ay,...,a,] und B = [by,...,b,| zwei Punkte in R™
mit a; < b;, dann ist die Menge

I = [A,B] = {X GR”ICZZ' le sz}
ein abgeschlossenes Intervall in R™.

10.2 Integrale iiber Intervallen: Sei I = [A, B] ein Intervall in R” und f: [ — R
eine stiickweise stetige Funktion. Dann definiert man das Integral von f iiber I als
geschachtelte eindimensionale Integrale,

/f(X)dX = / / flx1, 20, ..., 2,) dxy, - - - dred;.
I r1=a1 J r2=0a2 Tn=0an

Geméf Absatz 8.2 kann die Reihenfolge der eindimensionalen Integrale beliebig ver-
tauscht werden. Insbesondere gilt fiir den zweidimensionalen Fall und das Intervall
I =la,b] X [c,d]

/f )dX = fxydydx—/ f(z,y) dxdy.
r=a J y=c y=c J x=a

10.3 Beispiel:

e Fiir f(X) =1 erhélt man fiir das Integral das Volumen des Intervalls I,
/1dX = (by —a1)(ba — az) -+ (b, — ay).
I
o f(z,y) =2xcos(z* —y), I =[0,1] x [-1,1].
/f )dX = / / 22 cos(x® — y) dwdy
—1Jz=0
= / (sin(1 — y) —sin(y)) dy = 1 — cos(2)
y=—1
oder auch
1l
/f(X) dX = / / 2 cos(z? — y) dxdy
I =0 Jy=-—1
1
= / 22 (sin(z® + 1) — sin(z® — 1)) dz = 1 — cos(2).
=0

o f(x,y) = g(x)h(y), I = [a,b] x [c,d].

g(x
/f )dX = //y C dydx_/:_ag(x)dx-/yih(y)dy.

Das Integral des Produkts ist hier also gleich dem Produkt der Integrale. Analoges
gilt auch in mehreren Verdnderlichen.



11. April 2010 41

L f(:l?,y,z):x+y—|—z,[:[0,1]3

/If(X) ax = /:0 /:0 /;0@ oyt 2) dedyda

:/;O/;(x+y+1/2)dydx:/1 (¢ + 1) de = 3/2.

y) = min(z,y), T = [0, 1%

/f )dX = / [/ ydy+/y;xdy] dx:/x;(x2/2—|—x(1—x))dx:

10.4 Gebietsintegral: Sei G C R" eine kompakte, stiickweise glatt berandete Menge
in R” und f : G — R eine stiickweise stetige Funktion. Sei G = [A, B] D G ein Intervall,
das G enthélt und f die Fortsetzung von f auf G durch die Nullfunktion,

. ) fle) firzed
' 0 fir v & G.

1

Dann definiert man das Gebietsintegral

f(X)dX = | f(X)dX
G G

Fiir f(X) = 1 erhilt man das Volumen V = [,dX von G. Im zweidimensionalen Fall
bezeichnet man das Volumen auch als Flacheninhalt von G.

10.5 Projizierbare Mengen: Wir betrachten der Einfachkeit halber nur Teilmengen
in R?. Das Vorgehen in héheren Dimensionen ist analog.

e Wenn es zwei Funktionen ¢(z), d(x) gibt mit ¢(z) < d(x) und
G={(z,y):a<z<bund c¢(z) <y <d(z)},

dann heifit G' y-projizierbar und man erhalt

b d(z)
/f(ff,y)dfdyZ/ / f(z,y) dydz.
G rz=a J y=c(x)

e Wenn es zwei Funktionen a(y), b(y) gibt mit a(y) < b(y) und
G ={(z,y):aly) <z <b(y) und ¢ <y < d},

dann heifit G x-projizierbar und man erhélt

d b(y)
/f(x,y) dwdy:/ / f(z,y) dxdy.
G y=c Jz=a(y)
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10.6 Beispiel:

o G ={(x,y) : 2> +y* <r?und y > 0} ist ein Halbkreis in der oberen Halbebene
mit Radius r. Er ist projizierbar in z-Richtung mit [a,b] = [—r,7], ¢(z) = 0 und
d(z) = V/r? — 22. Fiir f(z,y) = 22%y erhilt man

r Vr2—z2 r 4
/f(X)dX:/ / QZUQ?dedOS:/ 2 (r? — 2?) dx = 1—5r2.
G T=—T T=—1

e Sei G das Dreieck mit Ecken (0,0), (2,0), (1,1) und f(x,y) = ——. G ist sowohl
in 2- als auch in y-Richtung projizierbar und man erhélt

— entweder [a,b] = [0, 2], ¢(x) =0, d(z) = min(z, 2 — ),

f(X)dX = / / / / dydx
/ =0 yO]- z=1 Jy=0 1+I
2 J—
:/ d:z:+/ 27T
we0 1+ 2 =1 1+

=(1-In2)4+(-14+3In3—-3In2) =3In3—-4In2

— oder a(y) =y, b(y) =2 -y, [¢,d] = [0,1],

/ X)dX = /yO/ dxdy:/ylo(ln(S—y)—ln(1+y)) dy

=3In3 —41n2.

10.7 Gebietszerlegung: Wenn G nicht projizierbar ist, kann man es als Vereinigung
oder Differenz projizierbarer Mengen darstellen und die Teilintegrale entsprechend auf-
addieren oder subtrahieren.

10.8 Beispiel: Sei f(z,y) =6+ 6y und G = {(x,y) : 1 < 2* +y* < 4} ein Kreisring.
Dieser ist weder z- noch in y-projizierbar.

e Man zerlegt GG in zwei Teile oberhalb und unterhalb der xz-Achse, also G = G; UG,
mit
Gi={(z,y): 1 <2*+y*<4und y > 0}
Go={(r,y): 1 <2 +3y* <4und y < 0}.

Dabei ist es unerheblich, dass die Punkte auf der x-Achse doppelt {iberdeckt wer-
den. Beide Teilgebiete sind in y-projizierbar und man erhalt fiir G

0 fur x € [-2, —1]
la,b] =1-2,2], clz)=qV1—22 firzel[-1,1] , dz)=vV4-—2a2

0 fir x € [1,2]



11. April 2010 43

Damit ist

— 1 VAa—22
F(X)dX = / / 6 + 6y) dydz + / / (6 + 6y) dydz
G1 -2 -1

y=v1—22
/ / 6 + 6y) dydx
=1

= (5441 —3V3) + (18 + 7+ 6V3) + (5 + 47 — 3v/3) = 28 + 9.
Fiir G5 erhélt man analog fG f(X)dX = —28 + 97 und insgesamt

/f )dX = f( VdX + | f(X)dX = 187.
G2

e Ebenso moglich ist die Darstellung von G als Differenz zweier Kreise, also G =

G3\G4 mit
Gs = {(z,y): 0 < 2* +¢* < 4}
Gy={(r,y):0< 2 +9* <1}
Man erhélt fiir G3 die Grenzen
[a,b] = [-2,2], —c(z)=d(z) = V4 — 22

Damit ist

f(X)dX = / / 6 + 6y) dydx = 247w
G3 —2 J —V4— :D2

Fiir Gy erhilt man analog [, f(X)dX = 67 und insgesamt
/ fOOx = | F0dX — | f(x)ax = 18w
Gy

10.9 Substitution: Anders als bei der eindimensionalen Integration dient die Sub-
stitution bei Gebietsintegralen in der Regel nicht der Vereinfachung des Integranden,
sondern der Vereinfachung des Integrationsgebietes. Sei S eine injektive Funktion, dann
gilt fiir die Substitution X = S(U)

/f )dX = /f )| det DS(U)| dU.

Dabei ist G ein Gebiet in R", das durch S auf das gegebene Integrationsgebiet G ab-
gebildet wird, S(G) = G. Der Ausdruck det S(U) wird als Funktionaldeterminante be-
zeichnet.

10.10 Polarkoordinaten: In R? sind die Polarkoordinaten (r, ) gegeben durch

<= o=l =]

Yy ® 7 sin ¢

Dabei ist 7 > 0 der Abstand des Punktes X vom Ursprung und ¢ € [0,27) der Winkel
von X zur positiven xz-Achse. Die Funktionaldeterminante ist hier

det DS(U) = det { oSy ey } =
sing  rcose
Man erhélt also formal die Transformationsregel

dxdy = rdrdp.
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10.11 Beispiel:

e Sei (G die Kreisscheibe mit Radius R um den Ursprung. In Polarkoordinaten wird
G beschrieben durch das Intervall G = [0, R] x [0,27). Dies sind also gerade
diejenigen Punkte, deren Abstand r von Ursprung zwischen 0 und R liegt, und
deren Winkel zur positiven z-Achse zwischen 0 und 27 liegt. Man erhélt fiir den
Flacheninhalt des Kreises

27 R
/ 1dX = /GT drdp = / / rdrde = TR
G =0 Jr=0

e (siche Bsp. 10.8) Man erhilt hier in Polarkoordinaten das Gebiet G' = [1,2]x[0, 27)
und damit einfacher als zuvor

2 2 2w
/ f(z,y) dxdy = / / (6 + 67 sin p)r drdp = / (14sinp +9) dp = 187.
G p=0 Jr=1 ©p

=0

10.12 Zylinderkoordinaten: Zylinderkoordinaten in R? sind sehr eng mit den Polar-
koordinaten in R? verwandt. Sie sind gegeben durch

x r 7 COS
X=\y|, U= |p|l, X=|rsngp
z z z

Dabei ist 7 > 0 der Abstand des Punktes X von der z-Achse und ¢ € [0,27) der
Winkel von (x,y) zur positiven z-Achse. Die dritte Koordinate z bleibt unveréndert.
Die Funktionaldeterminante ist hier

cosp —rsine 0
det DS(U) =det | sing rcosg 0 | =r.
0 01
Man erhélt also formal die Transformationsregel
dxdydz = rdrdedz.
10.13 Beispiel: Das Gebiet
Gi={(r,y,2) 2 +9y*<22und 0 < 2 < 1}

ist ein Kegel, der rotationssymmetrisch zur z-Achse liegt. In Zylinderkoordinaten erhélt
man die Beschreibung

0<p<2r, 0<r<1, r<z<1

Somit ergibt sich das Volumen des Kegels zu

2m 1 1 2 1
/ 1dX = / / / rdzdrdy = / / r(l1—r)drdp =7/3.
G =0 Jr=0Jz=r =0 Jr=0
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10.14 Kugelkoordinaten : In R? sind die Kugelkoordinaten (r,,1) gegeben durch

x r 7 COS (p sin ¢
X=\ly|l, U=|¢|, X =|rsingsiny
z P r Ccos Y

Dabei ist 7 > 0 der Abstand des Punktes X von Ursprung, ¢ € [0,27) der Winkel von
(x,y) zur positiven z-Achse und ¢ € [0,7) der Winkel von X zur positiven z-Achse!.
Die Funktionaldeterminante ist hier

cospsiny —rsinpsiny 7 cospcosyY
det DS(U) = det | sinpsiny)  rcosgsiniy rsingcosy | = —r?sine.
cos 1 0 —rsiny

Beachtet man, dass der Betrag der Funktionaldeterminante in die Substitutionsregel
eingeht, dann erhélt man also formal die Transformationsregel

drdydz = r* sin ¢ drdedi.

10.15 Beispiel: Das Volumen der Einheitskugel berechnet sich geméaf

™ 2w 1 4
/ ldzdydz = / / / r? sin v drdody = = 7.
G =0 J =0 Jr=0 3

Tn der Literatur findet man gelegentlich auch sin und cos vertauscht. Dann ist ¢ € [~7/2,7/2)
der Winkel von X zur xy-Ebene



