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2. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 4 — Gruppen:
Seien m € Nmit m#0,a:={b€ Z:b mod m=a} und Z,, :={a:a € Z}.

i) Zeigen Sie : Z, mit der Verkniipfung @ -+ b := a + b ist eine Gruppe.
ii) Ist (Zy,+,-) mit @-b:=a - b ein Kérper? Begriinden Sie Ihre Behauptung.

iii) Untersuchen Sie, ob {z € C : |z| = 1} mit der Multiplikation auf C eine Gruppe
ist. Skizzieren Sie die Gruppenoperation.
(Hinweis: Polardarstellung der komplexen Zahlen)

Loésung:

i) Die Menge Z, besteht aus genau vier Elementen {0, 1,2, 3}. Mit der Verkniipfung
a—+b:=a+bist Zs eine Gruppe. Assoziativitit ist klar. Das neutrale Element ist
0. Die Inverse von 1 ist 3 und 2 ist invers zu sich selbst.

ii) (Zg,+,-) mit @-b := a- b ist kein Koérper. Denn 1 ist das neutrale Element bzgl.
der Multiplikation. Aber 2-3=2-3=6=2# 1.4

iii) Seien z1, 2o € C mit |21] = |29| = 1. Wir benutzen die Polardarstellung der komple-
xen Zahlen z; = €' und 2, = €™ mit 9,9, € [0,27). So ist die Gruppenoperation
das summieren der Winkeln.

Aufgabe 5 — Korper:
Zeigen Sie : Q(v/2) := {a +bv2: a,b € Q} mit den Verkniipfungen

(a1 + a2v2) + (by + b2V/2) == (a1 + b1) + (b1 + b2)V2; (*)
(CL1 + a2\/§) : (bl + bg\/i) = (a1b1 + 2a2b2) + (a1b2 + agbl)\/i

ist ein Korper.
Losung: Multiplikative Inverse.

1 (a — bV/2) ~ (a=bv?2) a bv/2

(@+bv2) (a—bv2)(a+bv2) a2—202  a*—20% a2 — 21

Aufgabe 6 — Vektorrdume:

a) Sei X eine Menge und K* := {f : X — K} die Menge aller Abbildungen von X
nach K = R.
Zeigen Sie: KX ist ein Vektorraum iiber K beziiglich der Addition (f + ¢)(z) :=
f(z) + g(x), Vr € X und der Skalarmultiplikation (Af)(z) := Af(z), Vz €
X, Vie K
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b) Bei welchen der folgenden Mengen (mit der gleichen Addition und Multiplikation
wie in a)) handelt es sich um einen Vektorraum iiber C .

i) P(C):={p:C — C: pistein Polynom} ii) P°C):={pe P(C): p(0)
0}]} (m) 1;1(6) :={pe P(C):p(0) =1} iv) P,(C):={pe P(C):deg(p)
n}, (neN

IA

c¢) Entscheiden Sie, ob es sich in den nachfolgenden Fillen um Vektorrdume handelt.

1) ¢:={(an)nen : a; € R, lim,, o a, < oo} mit gliedweiser Addition

ii) ¢1 :={(an)nen : a; € R, lim,,_, o, a,, = 1} mit gliedweiser Addition

Loésung:

a) .

b) P(C), P°(C), P,(C) sind Vektorrdume.
P(C) ist kein Vektorraum. Denn fiir g, f € P'(C) mit g(0) = f(0) = 1 gilt
(g + £)(0) = g(0) + £(0) = 2, daraus folgt g + f & P'(C).

c) 1) ¢ := {(an)nen : a; € R, lim, o a, < oo} mit gliedweiser Addition ist ein
Vektorraum. Aus der Analysis wissen wir, dass fiir zwei konvergente Folgen
(an), (by) ist die Folge (¢,) mit ¢, = Aa, + pb, konvergent.
i) ¢1 = {(ap)nen : a; € R, lim, . a, = 1} mit gliedweiser Addition ist kein
Vektorraum.
Aus lim,, oo a, = 1 und lim,, .. b, = 1 folgt lim,, ...(a, + b,) = 2.4
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Hausaufgabe 4 — Operationen in Vektorrdumen:

Skizzieren Sie folgende Menge. Entscheiden Sie, welche Menge einen Vektorraum dar-
stellt.

. . 1 0
1) [Lineare Hiille] {A <0> + <1) c A\ € R}

2) [Affine Hiille] {\ G)) F(1=N) (2) . A eR).

3) [Konvexe Hiille] {)\ (Coso‘) +u < 0 ) M\ € [0,1],a € [0,27]}.

0 sin o
Losung:
1) [Lineare Hiille] Die Menge {A <(1]) + (?) : A\, i € R} ist die Ebene R2.

0

2) [Affine Hiille] Die Menge {\ <(1)) F (1= ) (1

) : A € R} ist eine Gerade in R?, die

durch ((1)) und (?) geht. Diese Gerade geht nicht durch den Ursprung, somit ist

sie kein Vektorraum.

OS (v

3) [Konvexe Hiille] Die Menge {A (C ) + A€ (0,1, € [0, 27} ist

0 H\ sina
die abgeschlossene Einheitskreisscheibe. Sie ist kein Vektorraum.

Hausaufgabe 5 — Untervektorraum:

Definition Es sei (V,+,-) ein K—Vektorraum. Eine Teilmenge U C V' heifit ein Unter-
vektorraum von V, falls folgendes gilt:

1. U#0.
2.v,welU=v+wel.
.veUle K= el.
Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume der jeweiligen Vektorrdume?
1. {(a,b)! € R? | 3a+ 5b+ 2ab =0} C R?
2. {(a,b,c)! €eR3|a+b>c} CR?
3. {f: R — R| f(x) # 0 fiir héchstens endlich viele z € R} c RE
4. {fR—=R| f(z) € Q fiir alle x € R} C R¥

Losung:

1. Kein Vektorraum.
Der Vektor (1, —2)" geniigt der Gleichung 3a+5b-+2ab = 0. Aber 2- (1, —2) geniigt
der Gleichung nicht.
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2. Kein Untervektorraum von R3. Die Ungleichung bleibt ungiiltig unter der Multi-
plikaiton mit einem negativen A.

3. {f : R — R f(z) # 0 fiir héchstens endlich viele z € R} C R ist ein Untervek-

torraum.

4. {f: R = R| f(x) € Q fiir alle x € R} C R¥ ist kein Untervektorraum. Weil aus
f(z) €Q, V2 f(x) ¢ Q folgt.

Hausaufgabe 6 — Symmetriegruppe:

i) Mit {do,d 2, d 4%} bezeichnen wir die Menge der Drehungen des gegebenen Dreiecks

in der Ebene um jeweils 0, %’T, %’T. Diese Drehungen bilden eine Gruppe.

Geben Sie die Verkniipfung, das neutrale Element und das Inverse von d%ﬂ bzgl.
dieser Verkniipfung an.

ii) Uberlegen Sie sich, dass die Drehungen aus a) und die Spiegelungen, die das Dreieck
auf sich selbst abbilden, wieder eine Gruppe bilden.

iii) Geben Sie graphisch alle Moglichkeiten an, die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks
mit den drei Buchstaben A, B, C' zu versehen.

Losung:

i) Die Verkniipfung ist die Hintereinanderfiihrung.
Das neutrale Element ist die Drehung um 0.
Das Inverse von d%rr ist d%ﬁ :

ii) Uberlegen Sie sich, dass die Drehungen aus a) und die Spiegelungen, die das Dreieck
auf sich selbst abbilden, wieder eine Gruppe bilden.

iii) Die Méglichkeiten sind 4AG, 4AB, s AG, pAL, c A, cNF.



