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7. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 15 — Minitest:

In dieser Aufgabe seien V, W reelle Vektorrdume iiber R, wobei V' die Dimension n > 0
und W die Dimension m > 0 hat.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig? Begriinden Sie Thre Antwort.

1) Falls m > n ist, gibt es eine lineare Abbildung f: V — W.
2) Falls m < n ist, so existiert eine lineare Abbildung f: V — W.

3) Falls m = n ist und die lineare Abbildung f: V — W hat ker(f) = {0}, dann ist
f surjektiv und bijektiv.

4) Falls m # n ist, existiert es ein Isomorphismus zwischen V und W.

5) Die Dimensionsformel gilt nur fiir lineare Abbildungen zwischen endlich dimensio-
nalen Vektorrdumen.

6) Sei By eine Basis von V und Bj eine Basis von . Dann gibt es zu jeder linearen
Abbildung f: V — W eine eindeutig bestimmte n x m Matrix A bzgl. By und B;.

Losung:

1) Richtig.
2) Richtig
3) Richtig.
4) Falsch.

Y

)
)
)
)
) Falsch. Beweis siehe Skript S. 29.
)

6) Richtig.

Aufgabe 16 — Lineare Abbildungen:

a) Geben Sie einen unendlich dimensionalen Vektorraum V' an.

b) Geben Sie eine lineare Abbildung f: V' — V an, die surjektiv aber nicht injektiv
ist.

c) Geben Sie eine lineare Abbildung f: V — V an, die injektiv aber nicht surjektiv
ist.

Losung:

a) Sei V' := {(ap)nen: lim, . a, < oo} . Man kann zeigen,V' ist ein unendlich dimen-
sionaler Vektorraum.
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b) Sei U := {(an)nen: lim, . a, = 0}. Man kann zeigen, U ist ein unendlich dimen-
sionaler Vektorraum von V. Die Abbildung fV — U, f((an)nen) = (bn)nen mit
by, = apt1 — ay, ist linear und surjektiv (warum?) aber nicht injektiv (klar?).

Oder wir betrachten ein einfacheres Beispiel: f: V' — Rmit f((an)nen) = limy, o0 @y.
In diesem Fall ist f ist eine lineare Abbildung, die surjektiv ist aber nicht injektiv.

c) Sei g: R — V, g(z) = (a(x)n)neny mit a(z), = z for alle n € N. Die Abbildung ¢

ist linear, injektiv, jedoch nicht surjektiv.

Aufgabe 17 — Lineare Abbildungen:

Gegeben sei ein Korper R und die Polynome 1, z, 2%, 23, 2%: : R — R.

a) Zeigen Sie: Die Menge V := lin{1, z, %, 23, 21} ist ein R-Vektorraum mit der Basis
B :={1,z,2% 23 2'}.

b) Schreiben Sie den Vektor v = 522 + 2z + 3 € V als Koordinatenvektor bzgl. B.

c) Sei f := % die erste Ableitung nach x. Zeigen Sie: f: V — V ist eine lineare
Abbildung.

d Geben Sie die Abbildung f in Matrixform bzgl. der Basis B an.

e) Ist f injektiv bzw. surjektiv?

Losung:

a) Jedes Element v € V hat den Gestalt v = A -1+ Xy -2 + A3 - 2% + A3 - 2° mit
)\17 )\27 )\37 )\4 e R.

b) Bzgl. B hat der Vektor v = 522 + 22 +3 =3-1+2-z + 5 - 22 die Koordinaten
(3,2,5,0)"

c¢) Seien v,w € V mit v = a + bz + cx? + dz® und w = e + gx + ha? + 2. Es gilt fiir
ApeR

fOw+ pw) = %(Aa + Abx + Aex® 4+ Adx® + pe + pgx + pha® + pla®)

= (Ab+ Aex + Ad2® + pg + 2uhx + 3ulx®)
— )\i + i
e T
d Eine direkte Rechnung: f(1) =0, f(z) = 1, f(2?) = 2, f(2®) = 32°. Somit nimmt
die Matrixform von f folgende Gestalt an

o O OO
o O O =
S o N O
S w o o

e) Der Rang von f ist 3. Nach Dimensionsformel ist die Abbildung f weder injektiv
noch surjektiv.
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Hausaufgabe 15 — Lineare Abbildungen:

Sei (vy,..,v,) eine Basis eines Vektorraums V und f: V — W eine lineare Abbildung.
Zeigen Sie:

a) Lin(f(v1),..., f(v,)) = Im f.
b) f ist surjektiv <= Rang f = dim W.

c¢) f ist injektiv <= (f(v1), ..., f(v,)) sind linear unabhéngig.

Hausaufgabe 16 — Rechnen mit Matrizen:

Bestimmen Sie den Kern und das Bild der linearen Abbildung, die durch folgende Matrix
beschrieben wird.

-2 3 2 3
A=|-35 0 1
-1 2 -2 =2

Hausaufgabe 17 — Transponierte und Rang einer Matrix:

Seien A € R™>™ B € R™" wobei [,m,n € N.
Zeigen Sie:

a) (A-B) = B'- A,

b) Der Zeilenrang von A ist gleich dem Rang von A.



