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6. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.
Aufgabe 1 (10 Punkte)

Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und W ein m-dimensionaler Vektorraum iiber
demselben Korper K. Ferner sei f: V' — W eine lineare Abbildung.

a) Ker(f) =
b) Im(f) =

d

)
)
c) Geben Sie die Dimensionsformel fiir f an.
) Eine Menge U C V ist ein Untervektorraum von V, falls ..
)

e) {ug,...,ur} CV mit k <n sind linear abhéingig genau dann wenn..

Losung:
a) Ker(f)={zeV: f(z) =0}. (2 Punkte)
b) Im(f) ={f(zx): z € V}. (2 Punkte)
c) Ker(f)+ Im(f) = dim(V). (2 Punkte)
d) Eine Menge U C V ist ein Untervektorraum von V| falls es gilt fiir alle A,y € K

und alle v,w € U
A+ pw e U. (2Punkte)

e) {ug,...,ur} C V mit k < n sind linear abhingig genau dann wenn das linear
Gleichungssystem Aq - uy + ... + Ag - ux = 0 eine nichttriviale Losung besitzt. (2
Punkte)

Aufgabe 2 (10 Punkte)
In dieser Aufgabe sei V' der reelle Vektorraum R"™, n € N mit n > 2.

Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt
abgezogen. Die minimale Punktanzahl dieser Aufgabe liegt bei 0.

2 0
a) Die Vektoren [ 2| und | 0| sind linear abhéingig.
1 1

(] Richtig. (] Falsch.

b) Die Menge der rationalen Zahlen QQ ausgestattet mit der iiblichen Addition und
Multiplikation, ist ein Korper.
U] Richtig. [J Falsch.

c) Seien v,w € V zwei linear unabhéngige Vektoren, dann ist die Menge
U:={X-v+pu-w: A\ p€ R} ein Untervektorraum von V.
[ Richtig. [ Falsch.

d) Seien v,w € V zwei linear abhéingige Vektoren, dann ist die Menge U := {\ - v +
pw-w: A p € R} ein Untervektorraum von V.
U] Richtig. [J Falsch.
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e) Es gibt einen nichttrivialen Vektorraum, in dem es nur endlich viele Vektoren gibt.
(1 Richtig. (] Falsch.

f) Seien U, W Untervektorraume von V. Dann sind U N W und U + W Vektorrdume.
U] Richtig. [J Falsch.

g) Jedes inhomogene lineare Gleichungssystem in V' besitzt eine Losung,.
U Richtig. (] Falsch.

h) Die Anzahl der Pivotvariablen in der Zeilenstufenform (=Rang des LGS) ist die
maximale Anzahl der linear unanhéngigen Vektoren des Losungsraums.
U Richtig. (] Falsch.

i) Jede linear unabhéngige Familie in V' &8t sich zu einer Basis fortsetzen.
U Richtig. [J Falsch.

j) Die Funktion f: R* — R mit f(z1, 2o, x3,74) = 23 + 23 + 22 + 27 ist eine lineare
Abbildung.
U] Richtig. (] Falsch.

Losung:
a) Falsch.
b) Richtig.
c) Richtig.
d) Richtig.
e) Richtig.

f) Richtig.

)
g) Falsch.
h) Falsch.
i) Richtig.
j) Falsch.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Seien C? ein Vektorraum iiber C und ¢ € C eine Konstante. Wir betrachten ein lineares
Gleichungssystem

iZl—i‘ZQ:C

21 — R — 1 + 1
a) Bestimmen Sie alle Lésungen in C? des linearen Gleichungssystems.

b) Gibt es ein ¢ € C, so dass das LGS keine Losung besitzt?

Losung:
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a) Aus der ersten Gleichung folgt zo = ¢ — iz1, in die zweite Gleichung einsetzen

erhalten wir 21(1 +1) = (1 +i) +c= 2 =1+ 155. (2 Punkte)
Diese wieder in die erste Gleichung einsetzen ergibt 2o =c — i — 1’—; (1 Punkte)

b) Aus a) folgt, dass die Losbarkeit des LGSs nicht von ¢ abhéngt. Es gibt fiir jedes
¢ € C eine Losung in C?. (2 Punkte)

Aufgabe 4 (8 Punkte)
Gegeben sei folgendes Gleichungssystem

3x1 + 4x9 + 523 + 624 =0
221 + 319 + 423 +5xs =0
1+ 229+ 3x3 + 424 =0

To+2x3+ 324 =0

a) Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraums.

b) Was ist die Dimension des Losungsraums?

Losung:
a) Gleichungen umsortieren:

1+ 229+ 33+ 42, =0
3x1 + 4wy + dx3 + 624 =0
2x1 + 319 + 43+ 524 =0

To+ 223+ 314 =10

Zeile 3 und Zeile 2 mit Zeile 1 subtrahieren ergibt

1+ 229+ 3x3+ 42, =0
0—2x9 —4x3 — 624 =0
0—29—2x3— 324 =0
To+ 223+ 324 =0

(1 Punkte)
Nach einer weiteren Kiirzung erhalten wir
SL’1+25L’2+35L’3+4SL’4:0
1’2+2£L’3+3$4:0
(1 Punkte)
Setze z.B x3 = A\, x4 = p so erhalten wir o = —2A — 3p und 21 = A\ + 2u.
(2 Punkte)
Die Losung
al 1 2
. i) . —2 -3
T= e | T 0 T o
Ty 0 1

(2 Punkte)
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b) Die Anzahl der Pivotvariablen ist 2. (1 Punkte)
Die Dimension der Losungsraum ist 2. (1 Punkte)
Aufgabe 5 (10 Punkte)
1 1
Erweitern Sie {u = | 0] ,v = [ 1|} zu einer Basis des Vektorraums R3. Mit welchem
1 0
Satz kann man sicher davon ausgehen, dass eine Basiserweiterung stets moglich ist?
Losung: Die Vektoren u, v sind linear unabhéngig. (1 Punkte)
Es ist noch ein Vektor zu konstruieren, der zu u, v unabhéngig ist. (1 Punkte)
a
Sei w = | b | der gesuchte Vektor. Es muss gelten, dass folgendes LGS nur die triviale
c
Losung 0 besitzt. (1 Punkte)

>\1+)\2+CL>\3:0
0+ X2 +0bX3 =0
)\1+0+C)\3:0

(2 Punkte)
Durch GauB-Jordan Verfahren erhalten wir folgende Stufenform
)\1 + )\2 + a)\g =0
0+ A2 +bA3=0
(C —a—+ b) >\3 =0
(2 Punkte)
Da nur die triviale Losung 0 erwiinscht ist, muss es gelten: c—a+b # 0. Also z.B. a = 0,
b =0 und ¢ =1 erfiillt diese Bedingung. (1 Punkte)

Der Basisergéngzungssatz garantiert uns, dass jedes linear unanhéngige System sich zu
einer Basis erweitern lésst. (2 Punkte)



