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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Additionstheoreme)
(a) Zeigen Sie mit den Additionstheoremen die folgenden Formeln:

(VxeR) sin(2x) = 2sinxcosx
(Vx€R) cos(2x) = 2(cosx)*—1
(b) Berechnen Sie mit geschicktem Kombinieren der beiden Formeln ,cos (% - x) = sinx” und

,(sinx)? + (cos x)? = 1” die Werte von sin (%) und cos (%)
Losung:
(a) Das Additionstheorem des Sinus, besagt:
sin(x + y) = cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y)
Setzen wir nun x = y, so erhalten wir:
sin(2x) = sin(x + x) = cos(x) sin(x) + sin(x) cos(x) = 2 sin(x) cos(x),

was zu zeigen war.
Das Additionstheorem des Cosinus, besagt:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) cos(y)
Im Spezialfall x = y erhalten wir:
cos(2x) = cos(x + x) = cos(x) cos(x) — sin(x) cos(x) = (cos(x))? — (sin(x))?
Nun gilt aber nach Satz 25.4 b), dass (sin(x))? = 1 — (cos(x))? und somit gilt:
cos(2x) = (cos(x))* — (sin(x))* = (cos(x))* — (1 — (cos(x))*) = 2(cos(x))* — 1.
(b) Setzen wir in den beiden Gleichungen

7
cos (E - x) =sinx und (sinx)? + (cosx)* =1

fiir x den Wert % ein, so erhalten wir:

cos (E _ E) —sin > und (Sinﬁ)2 + (cosz)2 =1
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Die erste Gleichung ergibt: sin% = cos %. Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt dies:
2(sin~ ) =1
sin—)* =
4

Also ist sin% = i%. Da aber der Sinus auf dem Intervall ]0, [ positiv ist, muss sin% = % sein. Und da Cosinus
1

und Sinus an dieser Stelle iibereinstimmen, ergibt sich auch cos% =7




Aufgabe G2 (Taylorentwicklung)
(a) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von f(x) = ﬁ in x = 0. Zeigen Sie, dass f (x) = T, (x,0), wann immer die
Reihe konvergiert.

(b) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von g(x) =1In(1 — x) in x = 0.

Losung:
(@ Seif(x)=(1—x)"'. Danngilt f'(x)=—-(1-x)2-(-1)=(1-x)72, f"(x)=—-2(1—-x)"2-(-1), etc. Induktiv
erhalten wir
FWx) =n!(1—x)"1
Tatséchlich, denn fiir n = 0, 1, 2 ist die Aussage wahr, und dann impliziert f ™(x) = n'(l x)™"" 1 dass fHD(x) =
nl-(—n—1)-(1—x)™"2-(=1) = (n+ 1)I(1 — x)" D=L, Also gilt T,,(x,0) =D £ nf") n=3%" x", dh. die
geometrische Reihe. '

Fiir letztere wissen wir, dass ZZO o X" = - —— fiir alle |x| < 1, also T, (x,0) = f(x) fiir alle |x| < 1.

(b) Sei g(x) =1In(1 — x). Dann gilt g’(x) = L (=1) = —f(x). Daher gilt g/(0) = —f*~1D(0) = —(n — 1)! fiir alle
n€N. Da g(0) =In(1) = 0, erhalten wir

Too(x,O)—Z W(o) i (n—1)' _i}xn.

n=1 n=1 n=1

Aufgabe G3
Bestimmen Sie den Wert v/2 = g(l - 51—0)_1/ 2 bis auf einen Fehler, der kleiner oder gleich 107> ist, durch ein geeignetes
Taylor-Polynom.

Loésung: Wir betrachten die Funktion
7
f@)=£1-x)"", xefo,
und ihre Taylorpolynome (T, f )(x,0) mit Entwicklungstelle 0. Dann gilt +/2 = f(1/50). Da
7 1 7
’ . = 1-— —3/2 1= —(1- -3/2
rw=2-(-3)a-xan=Fa-x
21
)= 20~ x)7?
)= —(1 x)7?
gilt, haben wir f(0) = 5, f/(0)= und f7(0)= 21 . Also gilt

0= s Lt L
2 N0 = 5x+ 5x F 3

Mit der Restgliedabschédtzung von Lagrange erhalten wir

f ”’(5 )
R 1/5
(Rof )(1/50,0) = =
fiir ein &€ € (0,1/50). Wir erhalten damit die Abschéitzung

V2= (T,£)(1/50,0)| = [(Rof )(1/50,0)| < | ———=(1-&)7?|.
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Nun ist die Funktion x — (1 — x)~7/? auf dem Intervall (0, 1/50) positiv und monoton wachsend, denn ihre Ableitung

ist x — 7/2- (1 — x)~%? und diese Funktion ist auf dem betrachteten Intervall positiv. Also wird obige Abschitzung fiir
& = 1/50 maximal und wir erhalten

7/2 7/2
V2 — (T,f)(1/50)| < (50) _ S0 50 _ 1

16-503\49) ~ 16-503-75 16-76 — 2.76
1 5 e
- - < =5.1076 <1075,
235.298  1.176.490 — 1.000.000
Also ist
1 7 1 7 141.421
(T,f)(1/50, 0)— +— —+=-= =1,41421

40 502 ' 10 50 ' 5 100.000
eine Naherung von +/2 mit der geforderten Genauigkeit.




