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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Gleichméf3ige Konvergenz)

Beweisen Sie Satz 21.8 im Skript:

Es sei D € R und (f,,) eine Funktionenfolge auf D, sowie f : D — R eine Funktion. Gibt es eine Nullfolge (a,,) und ein m € N,
so dass

[fn(x)—f(x)|<a, firallen>mundallexeD
gilt, so konvergiert (f,) gleichmdfsig auf D gegen f.
Losung: Zu zeigen:
Ve>0 dmeN Vn>m,VYxeD

£ = f(0)] <e

Sei € > 0. Da (a,) eine Nullfolge ist, existiert ein m € N, so dass a, < € fiir alle n > m. Da nach Voraussetzung
[fa(x) = f(x)| £ a, fiir alle x € D und n > m, gilt in diesem Fall also

[fa(x) = fFO) < a, <e.

Aufgabe G2 (Gleichmaliige Stetigkeit)
Beweisen Sie die folgende Ausssage:
Sei f : R — R gleichmaf3ig stetig. Dann existieren a, b € R, so dass

If ()| <alx|+b VYxeR.

Losung: Wihle & > 0, so dass |f (x) — f(y)| < 1 gilt fiir alle x, y € R mit |[x — y| < 6.
Sei x € R beliebig. Wir zeigen

FCIIS 5l +1+ O

Es sei m € N, die grofite nicht-negative ganze Zahl, so dass mé < |x| gilt. Dann ist 0 < |x| —md < §. Mit

- 1 fallsx >0,
" l-1 fallsx<o0

gilt |[x — {mé&| < 6. Nach ,Teleskopieren“ folgt mit der Dreiecksungleichung

m—1
£ = £ () = F(EmE) + D (F(C(k +1)8) — F(Ck5)) + £ (0)
k=0

m—1
<F () = F(Em8)|+ D |f Lk +1)8) — £ (Ck&)| +If (0))
k=0 e

<1 <1

<m+1+|f(0) < %|x|+1+|f(0)|.

Setzen wir a := % und b := 1+ |f(0)|, erhalten wir das Gewiinschte.




Aufgabe G3 (Grenzwerte von Funktionen)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

XB+x?-x-1 P+ x?-x—1 XB+x?-x-1
a)lim — b) lim —— o) lim ———
x—1 x+1 x—1 x—1 x—1 x2—-1
o 1—y/1-x? _x?
d)lim ————— e)lim —
X0 x x—0 |x|
Losung:
(a) Zuniichst gilt linzlx_,zl x® =1, lim,_; x> =1, lim,_,;(—x) = —1 und lim,_,; x + 1 = 2. Somit folgt mit Satz 17.9 a)
und d) lim,_,, ¥=x-1

x+1

(b) Zunichst gilt x® 4+ x2 —x —1 = (x — 1)(x + 1)?. Fiir x # 1 gilt also % = (x + 1). Mit Satz 17.9 a) folgt
_ 32y
somit lim,._,; % =4.
3,2 . _ 2 .
el = ((’;711))((’;111)) = x + 1. Satz 17.9 a) liefert also

(c) Die gleiche Faktorisierung des Zahlers wie in b) liefert

B4xd—x—1 =2

lim, ,; =5~

(d) Wir erweitern den Bruch mit (1 + 4/ 1 — x2) und erhalten

1—\/1—x2_ 1-(1-x*) x? B 1
x? 21+V/1-x3) x2(1+yV1-x3) 1+/1-x2)

Nun gilt lim,_,,1 — x? = 1 und mit der Stetigkeit der Wurzelfunktion in x = 1 erhalten wir lim,_,, /1 —x2 = 1.

—a/1—x2
Wiederum mit Satz 17.9 a) und d) ergibt sich also lim, _, - x% < = %
. . . . . . x? 2
(e) Wir betrachten den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert getrennt: Sei x > 0. Dann gilt I’;—l = x? =X
2 2 2 2
und somit lim,_,y, = = 0. Sei x < 0. Dann gilt &= = —% = —x und somit lim,_,,_ * = 0. Da linksseitiger und
Xx—=0+ |y x| x X—=0— |y

rechtsseitiger Grenzwert {ibereinstimmen, gilt lim,._,, IJ;_\ =0.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Gleichméllige Konvergenz)
Es sei D C R und (f,) eine Funktionenfolge auf D. Zeigen Sie:

(a) Ist (f,) gleichmilig konvergent, so konvergiert auch die Folge (|f,|) gleichmaf3ig auf D und zwar gegen |f|.
(b) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichmif3ig gegen f : D — R, wenn

lim sup Ifa(x) = f)I =0

gilt. Ist die Funktion f beschrénkt, so gilt in diesem Fall auBerdem lim,,_,, sup,.p |f(x)| = sup,¢p |f (x)I.

Losung:

(a) Sei (f,) eine gleichmé&Rig konvergente Folge auf D mit Grenzfunktion f. Dann existiert nach Definition fiir jedes
€ > 0 ein n,y € N, so dass fiir alle n > n, und fiir alle x € D gilt |f,(x)—f (x)| < €. Nach der Dreiecksungleichung gilt
an(x)| — |f(x) { < |fn(x) —f(x)} und damit an(x)| — {f(x)” < e. Die Folge (|f,|) konvergiert also gleichméf3ig
gegen |f].

(b) (<) lim,_, sup,ep f2(x) — f(x)| = 0 bedeutet, dass fiir alle € > 0 ein n € N existiert, so dass fiir alle n > n, gilt
sup,cp |f.(x) — f(x)| < e. Nach Definition des Supremums muss dann aber auch |f,(x) — f(x)| < € fiir alle x € D
gelten. Die Funktionenfolge konvergiert also gleichmaf3ig.

(=) Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen also an

de>0 VnyeN dn>n, supl|f,(x)—f(x)|>e.
x€D




Sei nun € = % Aufgrund der gleichméRigen Konvergenz von (f,,) auf D existiert dann ein 7, € N, so dass fiir
alle i > A, und alle x € D gilt |f;(x) — f(x)| < €. € liefert also eine obere Schranke fiir |f;(x) — f(x)| auf
ganz D und fiir alle 7 > 7, insbesondere also auch fiir n = i, wenn wir n, = 7, wahlen. Damit muss aber
sup,ep |fn(x)—f (x)| < € < € gelten, ein Widerspruch zu der Annahme. Es gilt also lim,,_,, sup,.cp |f,(x)—f(x)| =0
fiir gleichmalig konvergente Funktionenfolgen.

Sei nun f beschrénkt. Dann existiert zunéchst einmal sup, p |f (x)|. Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis.
Wir nehmen also an

de>0 VnyeN 3In>ng|sup|f,(x)| —sup|f(x)|| >e.
x€D X€D

Dann muss aber fiir alle n ein x € D existieren, so dass gilt |f,(x) — f (x)| = €, und somit sup,cp |f,(x) — f(x)| = €
fiir alle n. Dies ist allerdings ein Widerspruch zu lim,,_, o, sup,.cp |f,(x) — f (x)| = 0 und wir sind fertig.

Aufgabe H2 (GleichméRige Konvergenz)
Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen bzw. -reihen auf punktweise und gleichméRige Konvergenz:

o 2
n nx
@ fo= Vn®x®, x€[0,5]; () E PO x €[0,1];
n=1

x
(c) g,=sin—, x€R.
n

Losung:

(@

(b)

(0

Fir x € (0, 5] gilt:
lim V/n2x3 = lim (¥n)?- ¥x° = (lim ¥n)?-(lim ¥x)}=1-1=1
n—o00 n—o0 n—oo n—o0

Fiir x=0 ist

lim {/n2?-x3=lim ¥Y0=0

n—oo n—oo

Also ist (f,,) punktweise konvergent auf [0,5] mit der Grenzfunktion

0 x=0

flx)= fiir .
1 x €(0,5]

Da f nicht stetig ist, aber f,, fiir jedes n € N stetig auf [0,5] ist, kann (f,,) auf [0,5] nicht gleichm&Big konvergieren.
Fiir alle x € [0, 1] gilt:

o0 00 00 n 00 1
Zn+x3 Zn3+x S_F Z_z
n=1 n=1 n=1 n=1
o0
Da Y. 4 konvergiert, konvergiert die Funktionenreihe gleichmaRig auf [0,1] nach Satz 21.10. Damit konvergiert
n=1 "

sie insbesondere auch punktweise.

Fiir alle x € R gilt nlglgo f = 0 und da die Sinus-Funktion stetig ist, gilt
lim sin(’ﬁ) = sin(0) = O fiir alle x € R.

Esoco) konvergiert (g,) punktweise gegen die Nullfunktion.

Die Konvergenz ist aber nicht gleichméf3ig, denn:

Setze x, = % Dann gilt g,,(x,) = sin(%) =1 VneN.

Also ist
lim [sup |g,(x) — (x)|] = lim [sup|g,(x)]]
n—00 yeR =00 xeR
>1liml1=1>0

n—o00

Damit kann (g, ) nach H1 b) nicht gleichmé&RBig konvergieren.




Aufgabe H3 (Gleichméliige Stetigkeit)
Welche der folgenden Funktionen sind gleichmé&Rig stetig? Sind die Funktionen auch Lipschitz-stetig?

@ f1:[0,00) = R;x— Hﬁ
) f5:(0,00) > R;x — xlz
Losung:
(a) Beh.: f; ist gleichmalig stetig.
Beweis: Wir zeigen, dass f; Lipschitz-stetig ist. Seien x, y € [0, 00). Dann gilt

1
1+x2 1+4y2

1+y2—1-x2
(1+x2)(1+y?)

1f10) = A= ‘

ly? —x?| | | y+x
= =X — _
111+ a0 +y2)

Nun gilt
y+x _ 1 X N 1 y <
Q+x)A+y?) 1+y21+x%2 1+x21+y?

>

denn fiir x < 1 gilt

und fir x > 1

Damit folgt also
If1(x) = ()] < 2]x — y|.

Damit ist f; Lipschitz-stetig und somit auch gleichméaRig stetig.
(b) Beh.: f, ist nicht gleichmal3ig stetig.

Beweis: Annahme: f, ist gleichmif3ig stetig. Dann existiert zu € = 1 ein §, unabingig von x, so dass fiir alle
x,x € (0,00) mit |x — y| < & auch |f5(x) — fo(¥)] <1 gilt. Fiir alle n e N gilt |6/n — §/(2n)| = 6/(2n) < &. Also

gilt fiir x = 6/n und y = 6/(2n), dass
0] 6
(2)-1(5)

Da die natiirlichen Zahlen nach oben unbeschrankt sind, ist dies jedoch ein Widerspruch. Damit kann also f, nicht
gleichmélig stetig sein.

3n?
=§<1

n®>  4n?
52 52

1f2(x) = 20 =

Fussballspiel

Habt ihr Lust den Mitarbeitern zu zeigen, dass ihr auch auf dem Fussballfeld richtig was zu bieten habt?
Dann nutzt die Chance beim Spiel “Mitarbeiter vs. Studenten” am 08. Juli um 16:00 Uhr.
Weiter Infos und Anmeldelisten liegen im 2. Stock des S2|15 aus.




