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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Konvergenzkriterien/Konvergenzradien)
(a) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.
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@ ;3”+n’ @ Do b Zm (iv) ;(—2n+1).
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(b) Bestimmen Sie die Konvergenzradien folgender Potenzreihen.
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Untersuchen Sie bei (ii), (iii) und (iv) auch das Konvergenzverhalten auf dem Rand.
Losung:
(a) (i) Die Reihe ist nach Majorantenkriterium konvergent: Denn
2n 2\"
S —
3"+n ( 3 )

und die geometrische Reihe Y (%)n konvergiert.
(ii) Die Reihe ist nach Wurzelkriterium konvergent:
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lim — | = lim =—.
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Daher ist die Folge (" '2’—: ) beschrénkt und limsup,,_,., 1/ 'zl—i = lim,_, 1/ g—i < 1. Nach Satz 13.4
n=1

konvergiert die Reihe.
Alternativ klappt es auch mit dem Quotientenkriterium (Satz 13.6):
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Daher ist die Folge ( | 222! ” beschrankt und lim su @2 21| g
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(iii) Die Reihe ist nach Minorantenkriterium divergent: Denn
1 1

>
vn(n+1) - n+l

fiir alle n € N und die Rethe 3,7, —= =", * ist divergiert.




(b)

(@iv)

@

(i)

Die Reihe ist nach Wurzelkriterium konvergent: Denn
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lim = lim =-<1.
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Daher ist die Folge (” ("—H) ) beschrénkt und limsup,_, ., } ( et ) = lim,_,o { ( ol ) < 1. Nach
=1

2n+1 2n+1 2n+1
Satz 13.4 konvergiert die Reihe.

Wir verwenden das Quotientenkriterium und setzen hierzu a, := :—,ﬂx”, n € N. Dann gilt

Qpir _(n+1)!n"|x|”+1_( n )n| = |x|
a, n!(n+ 1)"* x| n+1 (1+l)”’
n
also
e |l Ikl
o] ay | one (14 1) limnﬂoo(1+%)n e

Zunichst ist festzuhalten, dass die Folge ( Inil

o0
) beschrankt ist, da konvergent. Fiir x € R mit |x| < e
an n=1

n+1 an+1

el —nx in diesem Fall absolut nach

ist limsup,,_,, o0 < 1, daher konvergiert die Reihe > -

an+1

dem Quotientenkriterium. Fiir x € R mit |x| > e ist —“ > 1 fiir fast alle n, da lim > 1. Somit

n—00

divergiert die Reihe in diesem Fall. Demnach ist der Konvergenzradlus der Potenzreihe gleich e.

Wir setzen y := x> und a, := 1/(7" + 1) - 1/n?. Dann hat die zu untersuchende Potenzreihe die Form

o0 . .
D0 asY", so dass wir den Satz von Hadamard anwenden kénnen:

1
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falls die Folge ( nf L i) OO_O beschrankt, aber keine Nullfolge ist.
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Nun gilt fiir alle n € N
und wegen lim,_,, 3/ 1/(2n?) = 1 ist damit nach dem Sandwichtheorem
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Damit sind wir tatséchlich in Fall (c) von Satz 15.2, daher ist r = 7 fiir die Relhe Z a,y". Diese konvergiert
also fiir alle y € R mit |y| < 7 absolut und divergiert fiir |y| > 7. Mit y = x> ist also die urspriingliche Reihe
absolut konvergent, wenn |x| < ¥/7 und divergent falls |x| > ¥/7 gilt. Somit ist der gesuchte Konvergenzradius

V7.

Alternativ zur Substitution kann man auch die urspriingliche Potenzreihe ZZOZO b, x™ mit

7k 41 k22

- _1 1 falls n = 3k fiir einkGNo,
"o sonst

direkt mit Hadamard untersuchen, oder das Quotientenkriterium verwenden.
Wir untersuchen nun noch das Konvergenzverhalten der Reihe auf dem Rand des Konvergenzintervalls. Sei

dazu x € R mit |x| = V7 gegeben. Dann gilt fiir jedes n € N
1o xPr 71 - 1
7"+1 n2  7"+1n2 " n?’

la,x*"| =

also konvergiert die Reihe fiir x = — ¥/7 und x = ¥/7 nach dem Majorantenkriterium, da Zn 17 L konvergiert.
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(iii) Esist
p
lim vVnP = (lim W) =1,
n—o0 n—oo
wir sind also in Fall (c) des Satzes von Hadamard. Daher erhalten wir fiir den Konvergenzradius

1 1
r= = — =1.

limsup,_,., ¥VnP  lim,_. VnP

Seinun ein x € R mit |x| = 1 gegeben. Dann gilt |[nPx"| = nP|x|" = nP fiir alle n € N. Die Folge der Summanden
ist in diesem Fall keine Nullfolge, die Reihe ist also fiir x = —1 und x = 1 divergent.

(iv) Es gilt fiir allen > 3
nf 1 1, 1
1=W=w/n-—§"2—§ n-—="vn
n P 1

Da lim,_,,, ¥/n =1 ist, haben wir nach dem Sandwichsatz damit auch

| |
limsup | Z—z lim } Z—zl.
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Somit sind wir im dritten Fall des Satzes von Hadamard, daher ist der Konvergenzradius
1

=1
limsup,_o, ¥/ D, 1/k

Ist x € R mit |x| = 1 gegeben, so ist die summierte Folge wegen

r=

n 1 n 1 n
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divergent und damit sicher keine Nullfolge. Die Potenzreihe divergiert also fiir x = —1 und x = 1.
Aufgabe G2 (Cauchy-Produkt)
Zeigen Sie
[09)
1
nx"l= ——
Z (1—x)?

n=1
fiir alle x € (—1,1), indem Sie die Potenzreihe Z;“;l nx""! als ein Cauchy-Produkt schreiben.

Loésung: Die Potenzreihe Zzo:l nx"! ist das Cauchy-Produkt der ,geometrischen Potenzreihe“ Z;“;O x™ mit sich selbst.
DeOI:n dieses ist durch dieooPotenzreihe e oCax"mitc, =, 1-1=n+1gegebenund Y, - c,x" = (n+1)x" =
Yooy nx™ ! Nun hat 3% | x" Konvergenzradius 1 und fiir alle x € R mit |x| < 1 den Wert ——. Daher hat nach Satz
15.8 auch Y-  nx""! mindestens Konvergenzradius 1 und fiir alle x € R mit |x| < 1 den Wert

00 00 2 1
ann—l = (;XTL) = m
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Aufgabe G3 (Konvergenz von Reihen)
Welche der folgenden Aussagen implizieren die absolute Konvergenz der Reihe Zzil a,? Welche der Aussagen impliziert
die Konvergenz? Welche sind sogar dquivalent zur Konvergenz?

(a) Die Folge (nzan)il konvergiert.

. . . . Ani1
(b) Fiir alle n € N gilt die Ungleichung

n

no+p

Z(ln

n=ngp

(c) Ve>0dn,eNVpeN (




(d) Die Folge ( Y |an|)00:1 konvergiert.

nt1 oo, .
(e) (—) - ist eine Nullfolge.
<1- 8).

an
an+1

n

() InyeNe > 0Vn >n, (‘az—“

(g) EsgibteinnyeN, sodass1>

> 1—%f1’irallen>n0.
(h) Die Folge der Partialsummen (s,,)
G

(j) Die Folge (b,,)

. m . .
L, wobeis, =" a,, ist beschrinkt.

—

) Die Folge der Partialsummen (s,,)". a,=0.

n—o00

. m . . .
me1> Wobei s, 1= anl a,, ist beschrankt und lim

wobei b,, := Y, ny/na,, ist beschrankt.

m=1’

Losung: Es bezeichne C die Aussage: ,Die Reihe Z;’L a, konvergiert“. Weiter sei AC die Aussage: ,,Zn 1 @, konvergiert
absolut“. Offensichtlich gilt AC = C, aber C # AC. Gilt also S impliziert AC, dann gilt auch S = C und C 7é> S.

(a) = AC. Beweis: Da die Folge (n%a,) konvergiert, folgt, dass diese beschrinkt ist. Das heif3t, es gibt ein M € R, so dass
|n%a,| < M fiir alle n € N. Dies impliziert, dass |a,| < f—z fiir alle n € N. Also folgt AC aus dem Majorantenkriterium.
Weiter gilt C # (i) nach obiger Bemerkung.

(b) # C. Als Gegenbeispiel dient zum Beispiel die harmonische Reihe.

(c) & C. Diese Aussage ist dquivalent zur Aussage, dass die Partialsummen eine Cauchyfolge bilden: Die Richtung ,<*

no+p

folgt sofort. Fiir den Beweis ,,(c)=> Die Partialsummen bilden eine Cauchyfolge“ wéhle n,, so dass | neng @n| < % fiir alle

p € N. Fiir k,p € N mit k < p erhalten wir

PHED I IS
n=n0+k n=ng n=ng
und somit
no+ no+ no+k—1
0+p 0tp 0 e €
S al<|Sal+[ 3 al <=
— — 2 2
n:n0+k n=ng n=ngp

Damit gilt natiirlich (c) # AC.

(d) # C. Als Gegenbeispiel wahlen wir a, =1 fiir alle n € N.

(e) = AC. Dies folgt unmittelbar aus dem Quotientenkriterium. Damit gilt auch C % (e).
(f) = AC, Dies folgt wiederum aus dem Quotientenkriterium.

(g) # C. Als Gegenbeispiel wéhlen wir a,, = 1/n fiir alle n € N.

(h) # C. Als Gegenbeispiel wéhlen wir a, = (—1)" fiir alle n € N.

(i) # C. Wir betrachten die Folge (a,) definiert durch

1111 1 1 1 1
27 2’3’3’3 4 4 4 47

Offensichtlich gilt lima, = 0. Fiir die Partialsummen s,, := Zn 1a, gilt s, € [0,1] fiir alle m € N, also ist (s,,)en
beschrénkt. Da s,,, = 1 fiir unendlich viele m € N und s,, = O fiir unendlich viele m € N, ist die Reihe Z;’il a, divergent.

Q) :«AC Da nach Voraussetzung (b,,) beschr'einkt ist, gibt es C > 0, so dass |b,,| < C fiir alle m. Dann folgt |[ny/na,| =
|b, — b,_1| < 2C fir n > 2, also |a,| < == f Nun ist die Folge (ZC/(nJ—)) = (2C/n3/2):11 absolut konvergent (Satz
13.9), daher nach Majorantenkriterium auch (a, ) -

n=1°"

Hausuibung

Aufgabe H1 (Konvergenzkriterien/Konvergenzradien)
(a) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

LS 2n+1 > (— 1)“+1
@ ;3n2+4n—1’ o Z n?
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(b) Bestimmen Sie die Konvergenzradien folgender Potenzreihen.

&)
Z(s+( DM Z(n)x‘
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Untersuchen Sie bei (i) auch das Konvergenzverhalten auf dem Rand.

Losung:
@

(i)

® ©

(ii)

Die Reihe ist divergent nach Minorantenkriterium: Denn fiir n > 1 ist

2n+1 >2n+1>2n_21
3n2+4n—-1_" 702 ~ 7n2 7n

. . 20 1 g .
und die Reihe 2} 7, - divergiert.

Die Reihe ist konvergent nach dem Leibniz-Kriterium: Die Nullfolge (b,) "

1> Wobei b, := —— ist monoton
fallend, denn fiir n € N gilt

n2+41°
2 _ .3 2 3, .2 _ 2
n((n+1)+1)=n"+2n“+2n>n"+n*+n=(mn+1)(n"+1)
n+1
>
n?+1 " (n+1)2+1
= bnzbn—o—l'

_l)n+1n
n?+1

Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe Yoo (~1)"1b, = {
Mit der Substitution y := x°® und der Definition a, := ———— erhalten wir die Potenzreihe

(5+(-1)1)%n
o) yn oo .
Zl‘l=0 (5+(-1)m)2n — ano Clny“. Nun ist

; Giz, falls n gerade
V la,| = 1

2 falls n ungerade.

Also limsup,_,., V/la,| = 42, d.h. nach Hadamard hat Zn 0 —(5+( Ty

konvergiert die urspriingliche Potenzreihe fiir alle x € R mit |x|® < 4 und divergiert fiir x mit |x|®> > 42, hat
also Konvergenzradius 4*/°.

Ist x auf dem Rand des Konvergenzintervalls, also |x| = 4%/, dann gilt fiir alle ungeraden n

den Konvergenzradius 4°. Demnach

x3n

42n

:E_l’

3n

[o0]
m) . ist daher keine Nullfolge. Die Potenzreihe konvergiert also auf den Rand-
n=

die summierte Folge (
punkten nicht.

Wir verwenden das Quotientenkriterium und setzen a, := (zf)x”. Dann ist
@n+2)x|™  (n1)? o (@n+1)(2n+2)|x]|

e (D2 @n)llxlt  ame (nt1)2 4,

Apy1
an
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ntl a’;—“ = 4|x| < 1, falls |x| < i. In diesem Fall ist

an

also ist die Folge (

o0
) beschrénkt und limsup,,_,
n=0

an+1

die Potenzreihe nach Quotientenkriterium absolut konvergent. Falls |x| > %, dann ist lim > 1, daher

n—o0
an+1
a

n

> 1 fiir fast alle n, somit die Potenzreihe divergent. Also ist der Konvergenzradius r = i.

Aufgabe H2 (Gegenbeispiele)
(a) Zeigen Sie, dass die Reihe

o (D"
2

n=0

konvergiert, aber das Cauchy-Produkt der Reihe mit sich selbst nicht konvergiert.
Warum ist dies kein Widerspruch zu dem in der Vorlesung bewiesenen Satz {iber die Konvergenz des Cauchy-
Produktes?




(b) Es sei
%, falls n gerade,
a, =
" —2, falls n ungerade.

Zeigen Sie, dass die Reihe Y . .1 4 nicht konvergiert. Ist dies ein Widerspruch zum Leibniz-Kriterium?

Losung:

o0
(a) Die Folge ( ﬁ) fallt monoton und konvergiert gegen 0. Daher ist nach dem Leibniz-Kriterium die alternie-
,,:

rende Reihe Y -

1
- o n+ => 1( } konvergent.

n—k
Das Cauchy-Produkt der Reihe mit sich selbst ist durch ). ja, mita, =Y, _, ) (1)

\/ 1 vVn—k+1

gegeben. Nun ist

n

1
Z\/ 1vVn—k+1 ZVn+ 1vn+1 -+ 1) ?:L

a|= Z (-DF (=nvF
" o Vk+1lvn—k+1

also ist (a, ) keine Nullfolge. Daher konvergiert das Cauchy-Produkt Z a,, nicht.

="

Das ist kein Widerspruch zum Satz iiber die Konvergenz des Cauchy-Produkts, da die Reihe > - nicht absolut

n=0 /nti
konvergiert.
(b) Es sei
b — %, falls n gerade,
" lo, fallsn ungerade
und
0, falls n gerade,
C,, =
" nl—z, falls n ungerade.
Dann ist a, = b, — ¢,. Bs gilt |c,| < -. Da 3.7 - konvergiert (Beispiel 13.3 b), ist ", ¢, nach dem Majoran-

tenkriterium konvergent. Ware nun anl a, konvergent, dann nach Satz 12.8 auch anl(an +c,) = Zzozl b,. Nun
ist die 2m-te Partialsumme der Reihe Zﬁ; b, gleich

%b 0+ 0+t 4040t (14t + Z
nTr 2 4 2m 2 2

n=1

Da aber die Partialsummen der harmonischen Reihe unbeschrankt sind, kann die Reihe Z:ozl b,, nicht konvergieren.
Also ist ). a, nicht konvergent.
Das ist kein Widerspruch zum Leibniz-Kriterium, da die Folge (—1)"'a, nicht monoton gegen Null konvergiert.

Aufgabe H3 (Potenzreihen)

Es sei Z;";O a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 (dabei ist auch r = oo zugelassen).
(a) Zeigen Sie: Die Potenzreihe Zil nla,|x™ hat ebenfalls Konvergenzradius r.
(b) Ist p € Rmit 0 < o < r, dann konvergiert die Reihe >~ . n|a,|o"
() Ist das auch fiir die Reihen Y - nP|a,|0" !, wobei p €N, bzw. fiir ) - n"|a,|o" " richtig?

(o]
Losung: Dar > 0, ist die Folge ( V |an|) . nach dem Satz von Hadamard beschrankt.
n=

Yn = 1 ist mit Aufgabe G1 (b) auf dem 5. Ubungsblatt
limsup ¥/ |a,| = limsup ¥/n%/|a,| = limsup {/nla,|.
n—o00 n—00 n—o00

Nun ist die linke Seite Null genau dann, wenn die rechte Seite Null ist, und in diesem Fall haben beide Potenzreihen
Konvergenzradius co. Sind beide Seiten von Null verschieden, dann gilt nach dem Satz von Hadamard fiir den
Konvergenzradius r’ von Z:;l nla,|x":

(a) Wegen lim

n—oo

1 1
r'= = =r.

lirﬂsupn—mo nV n|an| lim SUPp—o n\/ |an|




(b) Da |p| < r = r’ ist, befinden wir uns nach Teil (a) im Konvergenzintervall (—r,r) der Potenzreihe Zzozl nja,|x",
also konvergiert nach Hadamard die Reihe - | n|a,|o". Dann konvergiert auch Y- nla,|o"! = é > nla,le™
(Satz 12.8).

(c¢) Dieses Mal wenden wir das Wurzelkriterium auf die Reihe Z
auf dem 5. Ubungsblatt)

limsup {/nP|a,|o™ ! = limsup Vn? } |an|£ = o -limsup V/|a,|,
Ve

n—oo n—o0 vV n—oo

00
n=1

nfla,|o™ ! an. Es ist (wieder mit Aufgabe G1 (b)

da lim,,_,o, V1P = (lim,_, ¥n)" =1 und lim,_,o, %/@ = 1. Nun gibt es die beiden Fille
* r <oo: Dannist limsup,_,, {/la,| =+, also g-limsup,_,., }/la,| = & < 1, daher konvergiert Y " | n|a,|o""*
nach Wurzelkriterium.
* r = oo: Nun ist limsup,_,., V/|a,| = 0, daher p - limsup,_,, V/|la,| = 0 und 21010:1 nPla,|o™! konvergiert
wieder nach Wurzelkriterium.
Fiir die zweite Reihe haben wir wieder die beiden Fille
* r <oo:Dalimsup,_,. Vla,| = % > 0 ist, ist die Folge n %/ |a,| unbeschrankt (man wéhle z.B. eine gegen den

o0
Haufungspunkt % konvergente Teilfolge von ( Y/ |an|) 1). Wegen o > 0 gilt das dann auch fiir {/n"|a,|o" !,
n=

denn
Vrlagle™ = n¥/lay = > 20 -n¥/]a,|

Ve

fiir fast alle n, weil lim, ., %0 = 1 und daher /o < 2 fiir fast alle n. Somit divergiert die Reihe
> n"la,le™ ! nach dem Wurzelkriterium.

[ee]
* r = oo: Nun kann alles passieren, je nachdem welche der beiden Folgen (n);” ; und ( Y/ |an|) . schneller di-
n=
bzw. konvergiert. Ein Beispiel fiir die Konvergenz der Reihe Y - n"|a,|o™ " liefert etwa a, = 0, n € N. Fiir
g P 8 n=1 nl@ n
a, =n""und o > 1 divergiert >, - n"|a,|o""}, denn dann ist Y., n"a,le"" = Y.~ 0" die altbekannte
geometrische Reihe.




