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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Arithmetisches und Geometrisches Mittel)
Es seien zwei Zahlen a;,b; € R mit 0 < a; < b; gegeben. Damit definieren wir rekursiv die beiden Folgen (an),?;l und
(bn)o, durch
a,+b,
2

e =+ a,b, n€N und b, ;= , neN.

Zeigen Sie:
(@) 0<a,<b, firallen>2.
(b) (a,) ist monoton wachsend und (b, ) ist monoton fallend.
(c) Beide Folgen sind konvergent.

(d) Esgiltlim,_, a, =lim,_ b,.

Losung:
(a) Behauptung:0<a, < b, firalleneN
Beweis: Wir machen eine Induktion nach n. Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist durch die Voraussetzung 0 < a; < b;
abgedeckt, so dass wir uns dem Induktionsschritt zuwenden kénnen. Wir setzen also als Induktionsvoraussetzung
voraus, dass 0 < a, < b, fiir ein n € N gilt. Dann gilt schon einmal 0 < a,b,, weshalb sich die Wurzel aus dem
Produkt ziehen lasst und

Apt1 = anbn = 0.

Weiter kdnnen wir wegen b, > a, > 0 aus b,, und a,, jeweils die Wurzel ziehen und es gilt natiirlich (\/a, —/b,)* >
0. Damit gilt

— — a,+b —
an_z\/a_n bn+bn20zan+bn22\/a_n bn:bn+1= nz nZ an'bnzan+1:

wie gewiinscht. O

(b) Behauptung: (a,) ist monoton wachsend.

Apy1 =V anbn Z a,a, = a,.

Beweis: Fiir alle n € N gilt wegen (a)

Behauptung: (b,) ist monoton fallend.
Beweis: Fiir alle n € N gilt wegen (a)

_antby _bitby _
n+1 — 2 — 2 -




(c) Behauptung: Die Folgen (a,) und (b,) sind konvergent.
Beweis: Nehmen wir die Erkenntnisse aus (a) und (b) zusammen, so haben wir fiir jedes n > 2

OSanSbnﬁbn_lf-'-szﬁbl.
Also sind beide Folgen durch b; beschrénkt. Da sie auflerdem nach (b) jeweils monoton sind, konvergieren beide
nach dem Monotonie-Kriterium fiir Folgen (Satz 7.11). O
(d) Behauptung: Es ist lim,_,, a,, = lim,_,, b,.
Beweis: Wir setzen a := lim,_,, a, und b :=lim,_,, b,. Dann gilt auch lim,_,,, b,,,; = b und wir erhalten

. . a,+b, lim, ., a,+lim,, b, a+b
b= lim b, = lim = = ,
n—o0 n—o00 2 2 2

woraus b/2 = a/2 und so schlief3lich a = b folgt. O

Aufgabe G2 (Reihen)
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Reihenwert.
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(a) Zojﬁ (b);(”;) ,

00 n 1 n+k 00 2
@oXX(WE) | oXes

n=0 “k=0

Losung:

(a) Mit Hilfe der geometrischen Reihe erhalten wir

(b) Behauptung: 220:1 a, mita, :=(1+ %)", n € N, divergiert.
Beweis: Notwendig fiir die Konvergenz der Reihe wére, dass (an)iil eine Nullfolge ist. Wegen a, > 1 fiirallen € N
trifft dies jedoch nicht zu; die Reihe divergiert mithin.

(c) Es gilt fiir jedes n € N mit Hilfe der Binomialformel (Satz 5.2 d)

26 -G BOE) -G ) -6

Also ist mit der geometrischen Reihe

SIS0 - 26) - -+

n=0 “k=0 n=0

(d) Es gilt fiir jedes k > 2
2 2 1 1

-1 (k-Dk+1) k-1 k+1

also haben wir fiir jedes n > 2 mit einem Indexshift

Z”: 2 _2": 1 oo 21 nooq
2 _ = T— —_— —_— —_—
L2-1 Sk-1 Zk+1 Sk+1 Sk+1
n—2 n—2
1 1 1 1
=1+—-+ - -
2 ;k+1 ;kﬂ n n+1
3 1 1
T2 n n+1
Damit ist
i 2 no2 i 1 1 3
= lm =lm|--—-- = —
k2—1 nowddk2—-1 n>0\2 n n+1 2




Aufgabe G3 (Riemann I)
Sei (a,) eine reelle Folge und a't := max{an,O} a, := max{—a,,0}. Zeigen Sie: Ist Zi‘;l a, konvergent, aber nicht

absolut konvergent, dann sind Zn L und Zn 1@, jeweils divergent.

Losung: Beobachtung: Es gelten a, =a’ —a; und |a,| =a’ +a;

Sei nun Z a, konvergent aber mcht absolut konvergent Angenommen Zn L a; ist konvergent. Dann ist nach Satz
12.8 auch d1e Reihe Zn 14, Zk ,(aF —a,) konvergent. Wiederum mit Satz 12.8 folgt die Konvergenz von Zn lagl =
> (af+a;). Das heift aber, dass Y. - , a, absolut konvergiert, ein Widerspruch! Also kann >  a' nicht konvergent

sein.
Ganz analog: Angenommen Y .. 1—1 @, ist konvergent. Dann ist nach Satz 12.8 auch > A= Z;‘;l(a; +a,) konvergent.
Wiederum mit Satz 12.8 folgt die Konvergenz von Y. |ax| = Y- (at + a;). Das heiit aber, dass Y.  a, absolut

konvergiert, ein Widerspruch! Also kann 2211 a, nicht konvergent sein.

nln

Hausuibung

Aufgabe H1 (Teleskopsummen)
(a) Zeigen Sie: Jede reelle Folge ist Folge von Partialsummen einer Reihe.

(b) Sei k eine natiirliche Zahl, (a,) eine Nullfolge und b, = a, — a,. Zeigen Sie: Dann konvergiert die Reihe .- . b,,
gegen a; +d, +---+ q.

(c) Bestimmen Sie den Wert der Reihe Z

n=1

1
n=1 n2ykn"

Losung:

(a) Sei (a,) eine reelle Folge. Setze b; := a; und fiir n > 2: b, := a, — a,_,. Dann ist

a,= a; +(ay—ap))+---+(a,—a,_ 1)—Zbk,
~— —— | S —
=b; =by =b,,
also ist (a,) die Folge der Partialsummen von (b,,).
(b) Sei m > k. Dann gilt

m m m m m m+k m+k
IS EVHIES Y S WD I T WD St
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=k+1 n=m+1

Nun ist nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte und da ,Verschieben“ der Nullfolge (a,) nichts am Grenzwert

andert,
m m+k
lim b, = lim Za — Z
m—0o0 m—00
n=1 n=m+1
k
Zzan _rrlll—I}c}o (am+1 +"'am+2+"'+am+k)
n=1
k
Zzan _nlli_I)Igoam+1 - rgi_l;rgoam+k
n=1
:Zan_0:a1+a2+"'+ak.
— L . 1 -1 _ 1 _ 4 _
(c) Setze a, := -— und b, - +k . Dann ist (a,) eine Nullfolge und es gilt b, Tien = on T kgl = 0~ Qnke

Nach Teil (b) 1stalsozn 1n2+kn=Zn=1bn=a1+a2+~--+ak=E(1+5+---+%).

Aufgabe H2 (Reihen)
Untersuchen Sie auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls den Reihenwert.

n+1 o (3M10)?
()Zn 2+3n+2’ (b);n-z%'

& 1 3T+ (—1)"
© ; nn+1)(n+2) @ HZZI 4n




Losung:

(a)

o0 n+1 o 1
nzzs;n2+3n+2 Z ;;

=5

Waére Zoo i - konvergent, dann auch die harmonische Reihe Zn 1 =1 + oot d et Zn 735 1. Da dies nicht der
Fall ist (Belsp1e1 12.4 d), muss Z ntl divergieren.

n=5 n24+3n+2
(b) Esist

00 (3n+5)2 00 3 9 n
211~23n 21_ 8) -
n=1 n=1

Da die Folge (310 /11-(9/ 8)") nicht gegen Null konvergiert, muss die Reihe divergent sein (Satz 12.6 c).

©
S 1 (1 > 1 1
;n(n+1)(n+2):Z(; n+1)n—|—2 Z[ (n n+2)_(n+1_n+2)]'

n=1

Da (%):o und (n a )Oo Nullfolgen sind, ergibt sich mit H1 (b):

i( n+2)=1+%’ 2( n+2)_%'

n=1

Mit Satz 12.8 folgt
> 1 1 1 1 1
) S oy P B
“inn+1)(n+2) 2 2 2 4

n n n
(d) Da die geometrischen Reihen Y, -, (%) und Y7, (—%) konvergieren mit Werten Y. - (3) =1 =4,
4

n
Yo (—l) =1 = g (Beispiel 12.4 ¢), gilt nach Satz 12.8

4 1+7
X 3T+ (—1)" 32 &, /3\" 12 & 1\" 9 1 4 23
SEEED By ) (LAY () 22 L ELE
= Y 4) =\4 4) &\ 4 16 16 5 10

Aufgabe H3 (Eine Abwandlung der geometrischen Reihe)
Sei g € R mit |g]| < 1.

(a) Beweisen Sie mit Induktion

Z”:k = 1—(n+1)q" +ng™
~ (1-g)?

(b) Untersuchen Sie die Reihe Z,fil k - ¢*~! auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Tipp: Betrachten Sie zunéichst die Folge ( Vin+ 1)|q|") B

Bemerkung: Sie werden bald lernen, wie sich der Grenzwert dieser Reihe einfacher berechnen l4sst.
Losung:

(a) Behauptung:

Z":k = 1—(n+1)q" +nqg™™*
= (1-g)?

Beweis (Induktion):
1= (=9 _ 1-Q+1gl+1¢'*
T (-q? T (1-q)2

n+1
Induktionsannahme: Fiir ein gewisses n € N gelte Y., _ k- q*"! %

wabhr.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist 3, k-q*~1 =




Induktionsschritt:
n+1 n
Xllvqk_:l =Z:k~qk_1 +(n+1)q"
k=1 k=1
Ind.-Ann. 1- (Tl + 1)qn + nqn+1
= +(n+1)q"
(1—-q)?
1-(n+1q"+ng"""  (n+1)¢"(1-2q9+q?)
(1-¢g) (1-¢g)
_1-(+1q"+ng"""  (n+1)q" —2(n+1)g"" + (n+1)q"*?)
(1-¢g) (1-¢g)*
_1-(n+2)¢"" +(n+1)q"*?
(1-q)? '
Somit folgt die Behauptung auch fiir n + 1. O

(b) Wir zeigen, dass die Folgen ((n+ 1)q”);“;1 und (nq”“):il Nullfolgen sind. Daraus ergibt sich dann

ik ¢~ = lim 1—(n+1)q" +ng"*! _ 1 —lim,_,(n+ 1)q" +lim,_,,, ng"*! _ 1
k=1 nmee (1-¢g) (1—¢)? (1—q)*

Behauptung: ((n+1)|q|") -, ist Nullfolge.

Beweis: Es gilt lim,_, }/(n+ 1)|q|* =lim,_, ¥n+1-|g.Dal< ¥n+1< %/ fiir fast alle n € N (alle n > 2)
und lim,,_, W =lim,_,,, ¥/n-¥/n =1lim,_,, ¥nlim,_,, ¥/n =1, konvergieren die beschrankenden Folgen (1)°7
und ( W) :ozl gegen 1 konvergieren. Mit dem Sandwichtheorem folgt, dass das auch die Folge ('«“/n_—kl ) :i | tut.

Also lim,_,, 1/ (n+1)|q|™ = |g| < 1. Wéhle ¢ > 0 mit |g| + & < 1. Sei n, € N so, dass | y/(n+ 1)|q|" —|q|

fiir alle n > n,. Dann ist {/(n+ 1)|q|" < |q| + ¢, also 0 < (n+ 1)|q|" < (|q| + )" fiir fast alle n (alle n > n,). Da
die Folge ((lg| + &)™), gegen Null konvergiert (|q| + ¢ < 1), ist mit dem Sandwichtheorem auch ((n+ 1)|q|") ",
eine Nullfolge.

<é€

Alternativ lésst sich statt mit dem Sandwichtheorem auch iiber das Wurzelkriterium fiir Reihen argumentieren:
Fir fast alle n (alle n > ng) ist {/(n+1)|q|* < |q| + ¢ < 1, daher konvergiert die Reihe ZZ;(” + 1)|q|" nach
Wurzelkriterium, also ist die summierte Folge ((n+ 1)|q|") , eine Nullfolge. O
Daraus folgt wegen |[(n+1)q"| = (n+1)|q|", dass ((n + 1)q")z°=1 eine Nullfolge ist, und dass die verschobene Folge
((n + 2)|q|"+1):il gegen Null konvergiert. Mit 0 < n|q|™ < (n + 2)|q|*™! folgt wiederum, dass limn|q|™! = 0,
somit auch limng™™! = 0. Damit ist alles gezeigt.

Bemerkung: Die Formel aus Teil (a) findet man beispielsweise, indem man in folgendem Schema einerseits die Spalten,
andererseits die Zeilen mit Hilfe der Formel fiir die Partialsummen der geometrischen Reihe aufaddiert.

¢ ¢ ¢ q"
g ¢
q2

d"

. . . . . . . n .
Eine andere Variante ist, wenn man einmal Polynome differenzieren kann, die Summe Zk:l q* nach q abzuleiten.




