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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Oberer und unterer Limes)
Es seien (a,),ey und (b, ),en Zwei beschriankte Folgen in R und es gelte a, > 0 und b, > O fiir alle n € N. Zeigen Sie

limsup (a, - b,) < limsup a,, -limsup b,,.
n—oo n—oo n—oo

Unter welchen weiteren Bedingungen gilt dabei sogar ,,=* anstelle von ,,<“?
(a) Keine weiteren Bedingungen.
(b) (a,)nen oder (b, )ney ist konvergent.
(©) (ay)nen und (b,),ey sind konvergent.
Beweisen Sie in (a), (b) und (c) jeweils ihre Antwort, bzw. geben Sie ein Gegenbeispiel an.
Losung:
Behauptung: limsup,,_,(a, - b,) < limsup,_,, a, - limsup,_,, b,
Beweis: Wir setzen

A:=limsupa,, B:=limsupb, und C :=limsup(a,-b,).

n—oo n—o00 n—o0

Wir konnen eine Teilfolge (a,, - by, Jken von (a, - by )ney auswiéhlen, die gegen C konvergiert. Das liefert uns eine Teilfolge
(@n Jken von (@, )ney, welche nach Voraussetzung beschrénkt ist. Also besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafy
eine konvergente Teilfolge (ankl Jeens die gegen einen Haufungspunkt a von (a, ),y konvergiert. Wegen a,, > O fiir alle

n €N, gilt a > 0 und aulerdem ist ob der Definition des Limes superior klar, dass a < A gelten muss.
Wir betrachten nun die dazu passende Teilfolge (b"ke Jeen vOn (b, )nen- Da diese auch beschrinkt ist, hat sie ebenfalls eine

konvergente Teilfolge (b”k[ )men, die gegen einen Haufungspunkt b von (b, ),y konvergiert, fiir den wie oben 0 < b <B

gilt.
Wir betrachten nun wieder die Produktfolge (anke . bnke Jmen- Diese ist eine Teilfolge von (a,, - by, Jren, konvergiert also

wie diese gegen C. Zusammengenommen gilt damit
C = lim (a -b =lima, -lim b =a-b<A-B
m—»oo( kg, Mk, ) (500 ke mooo - ’

was zu zeigen war. O

(a) Ohne weitere Bedingungen gilt im Allgemeinen nicht Gleichheit.
Gegenbeispiel: Wir setzen a, := 1+ (—=1)", n € N, und b, := 1+ (—1)""!, n € N. Dann sind beide Folgen (a,,),cy
und (b, ),y beschrankt und es gilt a, > 0 und b,, > O fiir alle n € N. Weiter ist

limsupa, =limsup b, =2,
n—oo n—o0

aber es ist fiir alle n € N
a, b, =1+(-1D)""+(-1)"+(-1)*"1=1+0-1=0.

Also ist

limsupa, b, =0<2= limsupa, -limsup b,,.
n—0o0 n—o0 n—00




(b) Behauptung: Ist (a,)ney 0der (b,) ey konvergent, so gilt Gleichheit.
Beweis: OBdA sei (a,) ey konvergent, d.h. es gilt

limsupa, = lim q, =: a.
n—o0

n—oo

Da (b, )nen beschrénkt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 eine konvergente Teilfolge (b, Jren dieser
Folge, die gegen limsup,_,, b, strebt. Betrachten wir nun die Produktfolge (a,, - by, Jxen, 50 ist diese als Produkt
zweier konvergenter Folgen konvergent und es gilt

lim a, -b, =a-limsupb, =limsupa, -limsupb,,.
k—o00

n—oo n—oo n—o0

Damit ist limsup,,_,, a, - limsup,_,, b, ein Haufungspunkt von (a,, - b,),ey, also gilt

limsup(a, - b,) = limsupa,, - limsup b,,.
n—oo n—o0 n—o0

Da wir oben schon im allgemeinen Fall die umgekehrte Ungleichung bewiesen haben, folgt damit die Behauptung.
O

(c) Sind beide Folgen konvergent gilt Gleichheit nach (b), denn dann ist insbesondere auch eine der beiden konvergent.

Aufgabe G2 (Haufungspunkte)
Bestimmen Sie jeweils alle Hiufungspunkte der folgenden Folgen:

1 n
a, :=(—1)" (14——) ,neN
n

1
bn = (—1)n\/—ﬁ, neN

c,:=2",neN.

Losung:
(a) Siehe Beispiel 10.7 im Skript.

(b) Die Folge (b,),en ist eine Nullfolge. Insbesondere konvergiert auch jede Teilfolge von (b,),en gegen 0. Damit hat
die Folge nach Lemma 2.6 genau einen Haufungspunkt, nédmlich 0.

(c) Behauptung: Die Folge (c,) ey hat keinen Haufungspunkt.

Beweis: Wir nehmen an, es gibe einen Haufungspunkt a € R. Dann gibt es eine Teilfolge (c,, Jken von (¢, )pen, die
gegen a konvergiert. Da jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, gibt es also ein k, € N, so dass |c,, —c,, [ <1
fiir alle k, £ > k gilt. Wahlen wir speziell £ =k + 1, so bekommen wir wegen n,,; > n; +1und n, > 1

1> e, — | = 2+ — 2™ > M+l _ onk — oMk(9 1) = 2% > 2,

C"k+1

was ein Widerspruch ist. O

Aufgabe G3 (Cauchy-Folgen)

Wir betrachten die rekursiv definierte Folge aq = 2, a,,; = (an + ai) In Tutorium 4, Aufgabe 4 wurde gezeigt, dass

1
2
diese Folge gegen v/2 konvergiert.

(a) Zeigen Sie, dass a, € Q fiir allen e N

(b) Zeigen Sie, dass (a,) eine Cauchy-Folge in Q ist.

(c) Folgern Sie, dass die Folge nicht in Q konvergiert. Ist dies ein Widerspruch zu Satz 11.2?
Losung:
(a) Wir beweisen die Behauptung per Induktion.

Induktionsanfang:n=0:a,=2€Q
Induktionsannahme: Fiir ein n € N gilt a, € Q.

Induktionsschluss: a,,; = % (an+ al) Da Q ein Korper ist, gilt mit a, € Q (Induktionsannahme) ebenfalls

% (an+i) €Q (da % € Q) und somit a,,; € Q.




(b)

(o)

Sei e > 0. Da (a,) gegen 2 konvergiert, gibt es ein n, € N, so dass fiir n,m > n, |a, — v2| < €/2 und |a,, — V2| <
€/2. Mit Hilfe der Dreieckungleichung folgt nun

€ €
|an—am|=|an—\/§+\/§—am|Slan—\/5|+|\/§—am|<54—5:6

(a,) ist also eine Cauchy Folge in R. Aus Teil a) folgt nun, dass (a,) eine Cauchy Folge in Q ist.

Aus der Aufgabenstellung wissen wir, dass lim,,_,, a, = v2 ¢ Q. Die Folge konvergiert also nicht in Q. Dies ist kein
Widerspruch zu Satz 11.2, da dieser fiir die reellen Zahlen formuliert ist.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Oberer und unterer Limes)
Bestimmen Sie fiir die nachstehenden Folgen reeller Zahlen den unteren Limes sowie den oberen Limes.

_Ja+ %)" n ungerade
la+ %)"“ n gerade

(—1)”¥/ﬁ+n—i
n

S
=
Il

1+5 n=3k
Gi=42+M n=3k+1 k=0,1,2,...
2 n=3k+2

Losung:

(a)

(b)

(0

Wir bestimmen zunéchst alle Haufungswerte und verwenden anschlie3end Satz 10.10.

Wir betrachten zundchst agy, = (1+ 575 1 )ZH1 was sowohl eine Teilfolge von (a,) als auch von (1 + %)" ist

Letzteres konvergiert nach Satz 8.6 und Deﬁnltlon 8.7 gegen e. Nach Satz 10.6 b) konvergiert a,;,; somit auch
gegen e und nach Satz 10.6 a) ist e ein Héiufungswert von (a,).

Fiir die Teilfolge a,;, = (1 + 5 )ZI‘Jrl =(1 +5 )2" (1 + 5 ) betrachten wir zunéchst d,, = (1 + 5 )2" und dq =1 +
getrennt. d, ist eine Te11f01ge von (1+ n)” und konverglert somit nach Satz 10.6 b) gegen e. dgyy ist andererselts

eine Teilfolge von 1+ % und konvergiert ebenfalls nach Satz 10.6 b) gegen 1. Nach Satz 7.8 d) ist der Grenzwert
von ay, gleich e, und somit nach Satz 10.6 a) ein Haufungswert von (a,,), den wir allerdings bereits kennen.

Wir wollen nun zeigen, dass (a,,) keine weiteren Haufungswerte besitzt. Sei dazu a € R mit @ # e und € := %Ie —al.
Es gilt also € > 0 und U.(e) N U.(a) = 0. Aus der Konvergenz der beiden Teilfolgen a,;,; und ay von (a,) wissen
wir, dass a, € U.(e) fiir fast alle n € N gilt. Dies wiederum bedeutet, dass hochstens endlich viele Folgenglieder in
U.(a) liegen konnen. Somit ist a kein Haufungswert von (a,,).

Es gilt also H(a,,) = {e} und somit limsup,,_,, a, = liminf,_, a, = e. Die Folge (a,) ist also sogar konvergent.

Wir betrachten zunéchst by, = N2k + (éi’;z?;) V2K ist eine Teilfolge von V_ und somit nach Satz 8.4 und Satz
10.6 b) konvergent mit Grenzwert 1. (éigk) ist eine Teilfolge von = Fur AL gilt nun aber (siehe auch Ubung 4,

Aufgabe G3)

die Folge konvergiert also nach Satz 7.8 f) gegen 0, was nach Satz 10.6 b) auch fiir (éi’)‘g;{) gilt. Zusammen ergibt
sich also wieder mit Satz 7.8 c), dass by, gegen 1 konvergiert, nach Satz 10.6 b) ist 1 also Haufungswert von b,,.
Betrachten wir nun by, = — %2k +1 4 -2 Wir kénnen die gleiche Argumentation fithren wie fiir by

(2k+1)2k+1)
und erhalten unter Beachtung des negativen Vorzeichens den Haufungswert —1 von b,,. Die Argumentation, dass

es keine weiteren Haufungswerte gibt, verlauft analog zu Beispiel 10.7 im Skript.
Der untere Limes von b,, ist also —1, der obere 1.

Wir gehen dhnlich vor wie in Teil a). Betrachte zunéchst ¢, = 1+ 3k Dies ist auch eine Tellfolge von 1 + -, was
gegen 1 konvergiert. Mit den glelchen Argumenten wie in Teil a) 1st also 1 ein Hiaufungswert von c,

_ 3k+1 1 1o . 1 . . .
Betrachte nun ¢34 ; =2+ s T 3k+1 =3+ - 35s7 ist eine Teilfolge von - und konvergiert somit geméf Satz

10.6 b) gegen 0. Zusammen mit Satz 7.8 d) und Satz 10.6 a) folgt also, dass 3 ein Haufungswert von c,, ist.




Aus der Teilfolge c5; .o = 2 erhalten wir schliefSlich den Haufungswert 2.

Die Argumentation, dass es keine weiteren Haufungswerte gibt, verlduft analog zu Beispiel 10.7 im Skript mit dem
Unterschied, dass wir diesmal 3 Haufungswerte haben. Wir erhalten also H(c,) = {1,2,3} und mit Satz 10.10
limsup,_,, ¢, = maxH(c,) = 3 und liminf,_,,, ¢, =minH(c,) = 1.

Aufgabe H2 (Haufungswerte)
Berechnen Sie alle Hiufungswerte der angegebenen Folgen

a, :=ﬁ(ﬁ—\/ﬁ)

2" 4 (=3)"
b, ’=——
(—2)r+ 3"
¢, = Vn!
Losung:
(a) Esgilt

= v (V5 r-y2¥n)

Vi (V5+n—-v2+n) (V5+n+v2+n)

V54+n++v/2+n
____3m
Js+rn+v2+n
3

Mit Satz 8.1 folgt somit lim,_,,, = % Somit ist also % einziger Haufungswert.
(b) Es gilt

n
o (@) +cy
n— § 2"
(=5) +1
Da % < 1 folgt, wegen lim (%)n = 0, dass lim,_,, by, = 1 und lim,_,, by,;1 = —1. Damit sind also 1 und —1
Haufungswerte von b, . Weitere kann es nicht geben, denn eine Teilfolge mit sowohl unendlich vielen Folgegliedern

mit geraden Indizes als auch unendlich vielen Folgegliedern mit ungeraden Indizes besitzt bereits 1 und —1 als
Haufungswerte, kann also nicht konvergent sein.

(¢) Es gilt (2n)! > [[3%, k > n™*'. Damit folgt

2/ > At >vn und Y@+ 1) > Vet > va

Das bedeutet also, dass die Folge c,, bestimmt divergent ist und somit keinen Haufungswert besitzt.

b

Aufgabe H3 (Cauchy-Folgen)
Sei ay :=0, a; :=1und a, := (a,_; + a,_,)/2 fiir n = 2,3,.... Zeigen Sie induktiv, dass a,,; —a, = (—1)"/2" und
beweisen Sie die Konvergenz der Folge (a, ) mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums.

Losung: Wir zeigen zunéchst a, ., —a, = (—1)"/2".

; ‘h=0- g =1-—0=1=GD _ D"
Induktionsanfang:n=0:a,;; —a,=1-0=1= = v

20 2"
n—1
Induktionsannahme: Fireinn € N gilt a, —a,_, = (_2}1)_1
Induktionsschluss:
a, +a,
an+1_an: T_an
1
= 5 (an—l - an)
1
= _5 (an - an—l)
-1(=D"!
T2 ol
(D"
= zn




Wir zeigen nun, dass (a,) eine Cauchy-Folge ist. Sei dazu 0.B.d.A. m > n, d.h. m = n + k fiir ein k € N. Wir betrachten

. 1 1 (=1)1
Anyg — @ = (=1) E—F‘FW—‘F'“‘FW

1 1 1 1
E - 2n+1 + 2n+2 - 2n+3 e
sehen wir, dass der Ausdruck in der Klammer positiv ist (der letzte Summand

und ist in dem Fall positiv).
Andererseits liefert umklammern in der Form

1 1 1 1 1
E_ 2n+1+2n+2 - 2n+3+2n+4 ce

dass der Ausdruck in der Klammer < 2%1 ist.
Es folgt somit, dass fiir alle k

Durch umklammern in der Form

k—
(_nlj_k _ bleibt nur bei ungeradem k iibrig

1 1 1 (Dt 1

|an+k_an|=§_ﬁ 2n+2_+' ' on+k <§

woraus wiederum folgt, dass a,, dem Cauchy-Kriterium geniigt.




