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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Konvergenz von Folgen)
Beweisen Sie:

(a) Eine Folge (a,) in R konvergiert genau dann gegen a € R, wenn lim,_,, |a, — a| = 0.

(b) Sei k € N. Ist die reelle Folge (a,):> ; konvergent, dann auch (a,;;)°> ;, und zwar gegen den gleichen Grenzwert.

Losung:

(a) (a,) konvergiert gegen a
< Ve>0.dn,eNVn>ng.la,—al<e
< Ve>0dn,eNVn> n0.||an —al— O| <e
< (la, — a|) konvergiert gegen 0.

(b) Angenommen die reelle Folge (a,):° ; konvergiert gegen a.
Sei ¢ > 0. Nach Definition gibt es n, € N, so dass |a,, — a| < ¢ fiir alle n > n,. Ist n > ny, dann auch n+k > n,. Also
gilt |a, ., — a| < ¢ fiir alle n > ny,.
Dies zeigt, dass es zu jedem ¢ > 0 ein n, € N gibt, so dass |a,,; —a| < ¢ fiir alle n > n,. Nach Definition konvergiert
daher (a,,;) gegen a.

Aufgabe G2 (Konvergenz von Folgen)
Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

~(2n*=3n)(n* +1)
" T ) )

n" 13\"
cnzzm,neN, dn:=(1+—) .

neN, b,:=+/n+1—+n, neN,

3n

Losung:

a,: Es gilt fiir alle n € N nach kiirzen mit n°:

2n° —3n*+2n%—3n 2-1+ 5 -
a, = =
"ond+2nt+nd+2n2 1424314
n n

3
A
2
3

Zur Bestimmung dieses Grenzwertes verwenden wir die Rechenregeln fiir konvergente Folgen aus Satz 7.8. Wir
haben bereits gesehen, dass lim,_,,, 1/n = 0 ist. Also ist mit Satz 7.8 (d) ii), angewandt auf die Folge (1/n)>,
und a = —3 auch die Folge (—3/n);. ; konvergent mit Grenzwert —3 - 0 = 0. Genauso argumentiert man, dass die
Folgen (2/”3):11’ (=3/n*)0 2/, (1/n2):0=l und (2/n3):il allesamt Nullfolgen sind.

Mit Satz 7.8 d) i) gilt dann lim,,_,,(2—3/n+2/n%-3/n*) =2+0+0+0 =2 und lim,_,,(1+2/n+1/n?+2/n%) =
14040+ 0= 1. Wenden wir nun noch auf die Folgen im Zihler und Nenner Lemma 7.8 d) iii) und iv) an (man
beachte, dass die Folge im Nenner nicht gegen Null konvergiert!), so bekommen wir lim,_,, a, =2/1 = 2.




Bemerkung: In dieser Ausfiihrlichkeit macht man sich diese Argumentation natiirlich nur einmal klar, danach
schreibt man sowas folgendermafen auf: Wegen der Rechenregeln fiir konvergente Folgen gilt:
2-34+5-% 2-0+40-0

nli—{goan:nli—»ngo 2, 1 121 0+0 o=
1+n+n2+n3 +0+0+

: Fiir alle n € N gilt

n+1-+n)(vn+1++/n n+1l-n 1
b= J/nt1 —ﬁ:w V(v vn) _ _ .
Vn+1l+./n Vitl+yn Jan+rl+vn

Da dieser Ausdruch immer positiv ist und v/n < +/n+ 1 gilt, erhalten wir damit fiir alle n € N

0<b, = 1 3 L
Jntl+/n - Jatyn 24/m

. . Satz 7.8 . Satz 8.1 . Bsp. 7.4 . . .
Nun ist lim,_, == = Llim__, L8221 Mlim, 1 =" 0. Wir erhalten mit dem Sandwichsatz, ange-
n—o00 2ﬁ 2 n—o0 n 2 n—00 n

wandt auf die konstante Folge (0)°,, die Folge (1/(2+/n))-., und die Folge (b, ) -, dass (b,) -, konvergent ist
und lim,_,, b,, = 0 gilt.

: Fiir alle n e N gilt

n" n n n nn nn—1n-2
Cn=_=_._._. —_ D e —

nl non-1n-2""21"nn-1n-2
Nehmen wir nun an die Folge (c,) .., wére beschrénkt, d.h. es gébe ein M € R, so dass |c,| < M fiir alle n € N gilt,
so erhalten wir

=n.

NN
el =

M>|c,|=c,>n
fiir alle n € N, im Widerspruch zur Unbeschranktheit von N. Also kann (cn)flo:1 nicht beschrénkt und damit auch

nicht konvergent sein.
[o.¢]

: Betrachte die Folge (dr’l) L, mitd; = (1 + %)Bn. Sei ¢ > 0. Wir wissen aus der Vorlesung, dass lim,,_, , (1 + %)n =

3
e. Es gibt also ny € N, so dass ‘(1 + %)n - e’ < ¢ fiir alle n > n,. Dann ist auch |d) —e| = ‘(1 + ;—n) " —e‘ < ¢ fiir

alle n > n, (sogar fiir n > "3—0). Also konvergiert (d ) gegen e. Nun gilt d, = 3/d/. Mit Satz 8.1 folgt lim,_,, d, = Ve.

Aufgabe G3 (rekursiv definierte Folge)
Sei a; €(0,1) und a,,;; := a,(2 — a,) fiir alle n € N. Hat diese Folge einen Grenzwert?
Es gibt zwei verschiedene Losungswege, die hier beide gefunden werden sollen.

(a

(b)

Leiten Sie aus der rekursiven Vorschrift Eigenschaften ab, die Aussagen iiber die Konvergenz liefern (analog zu
Beispiel 7.12 aus der Vorlesung).

Finden Sie eine Darstellung von a,,, die von a; und n, aber nicht mehr von a,_; abhéngt und die also insbesondere
nicht mehr rekursiv ist. Daraus lassen sich die Konvergenzeigenschaften ganz leicht ablesen.

Losung: Behauptung: Die Folge konvergiert gegen 1.

(@

(b)

Wir zeigen zunéchst mit Induktion: 0 < a,, < 1 fiir alle n € N:
Induktionsanfang: Nach Voraussetzung ist 0 < a; < 1.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte 0 < a,, < 1.

Induktionsschritt: a,,; = a,(2—a,) =1—(1—a,)? g 1.Da0<a, <1,ist0<(1—a,)* <1,alsoauch a,,; > 0.
O

Aus a, < 1 folgt 2 —a, > 1, somit a,,; = a,(2 —a,) > a,.

Die Folge (a,,) wachst monoton und ist beschrankt, hat also nach Monotonie-Kriterium einen Grenzwert a.

Da nach G1(b) auch (a,;) gegen a konvergiert, folgt mit den Grenzwertsitzen (siehe H1), dass a = a(2 — a), also
0=a(1—a),d.h.a=1 oder a =0. Der Fall a = 0 kann nicht auftreten, weil die Folge monoton wachst mit a; > 0.
Also lim,_,, a, = 1.

Wir zeigen induktiv: a, = 1 — (1 — q;)*" " fiir alle n € N.
Induktionsanfang: a; =1—-(1—a;)=1-(1— a1)2171.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n gelte a, =1 — (1 — al)zn_l.

Induktionsschritt:
G =a,2—a)=(1-(1-a)* N1+0 - )=1-1-a)>"

Satz 7.8

Wegen a, € (0,1) ist: lim, o a, "= ®1—1lim, (1 - a,)?" V&2

1.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Es seien (a,), (b,) Folgen in R mit lim,_,, a, = a und lim,,_,, b,, = b. Beweisen Sie:

(@ lim,_(a,+b,)=a+b
() lim,_,(aa,) = aa fir allea € R

(0) lim,_(a,-b,)=a-b

Losung:

(a) Sei e > 0. Wahle n,n;, € N so, dass |a, —a| < £ fiir alle n > n, und |b, — b| < £ fiir alle n > n,,. Setze n, :=

A-Ungl.
max{n,, n,}. Dann gilt fiir alle n > ny: |(a,+b,)—(a+Db)| =|(a,—a)+(b,—b)| =< l|a,—a|+|b,—b| < §+§ =e.
Also konvergiert (a, + b,,) gegen a + b.

£ <
1+|al —

(b) Sei e > 0. Wahle n, €N so, dass |a, —a| < fm fiir alle n > ng. Dann gilt |aa, — aa| = |a| - |a, —a| < |a|-

fiir alle n > n,. Also konvergiert (aa, ) gegen aa.

fiir alle n > n, und |b, —b| < —%

(¢) Seie > 0. Setze ¢’ := min{e, 1} und wihle n,, n;, € N so, dass |a, —a| < 3(%,'“) a0

fiir alle n > ny. Setze n, := max{n,, n,}. Dann gilt

A-Ungl.
la,-b,—a-bl=la,-b,—a-b,+a-b,—a-b| Sg la, - b, —a-b,|+|a-b,—a-b|=|a, —al-|b,|+lal-|b, — b|

/ / / /

€ € €
< ———|b,| +1a|- < ‘|b+b,—b|+ =
3(1+ b)) bl + el 3(1+al) ~ 3(1+1b]) | " | 3
A-Ungl. ¢’ ) ¢’ _— g & & fwe ¢ &
< ———— bt ———— by blt o <—+—+-<-+—-+-<¢<e
3(1+ b)) bl 3(1+|b]) | | 3 3 9 3 3 9 3
Bei (*) wurde verwendet, dass €2 <¢’,da0<¢ <1.
Also konvergiert (a, - b,) gegen a - b.
Aufgabe H2 (Konvergenz von Folgen)
Untersuchen Sie auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert:
Cn+1 P 3"-n®
e, = , n€N, (c, wie in G2) fo: €N,

=—,n
n ¢

gn:=(—1)"ﬁ(\/n+ —\/ﬁ),nGN, h,:=3n+5, neN.

Losung:

e,: Esgilt

o G (D™ nt A 1Y
"¢, (n+1)! n* (n+1)-n" ’

also konvergiert (e,) gegen die Eulersche Zahl e.
fn: Wir betrachten die Folge der Quotienten

2 (2n)!
forr 341 () (1) ST —3(1+1)3 (n+1)?
o 2n+2 n.n3 3 @n+2)! = .
fa (e 3t o b n) 2n+1)(2n+2)

Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 7.8 d) gilt lim,_, 5 ’}“ =3-1- i = % < 1. Wahle n, so, dass

f’}—“ - %‘ < % ist fiir alle n > ny. Dann gilt % < %—i—% = g < 1 fiir alle n > n,. Nun ist fiir n > n,, da alle f, und

somit £ ’}“ positiv sind,
n

_ fn0+1 fn0+2 fn 7 7 7_ . Z n_no_ . § ”0. Z i
Osfn_fno.K.fm-..,-fn_1 ano-g.g-,.,-g—fno (8) _fno (7) (8) .

Nach Satz 8.2 konvergiert die Folge ((7/8)") gegen 0, also gilt das auch fiir (f,, - (8/7)" - (7/8)"). Nach dem
Sandwich-Theorem, angewandt auf die Folgen (0), (f,) und (f,, - (8/7)" - (7/8)"), ist damit (f,,) eine Nullfolge.




8n

: Wie bei der Behandlung von b, in (G2), erhdlt man fiir alle n € N

n 1 oy vn+1 P 1
e R = iy - = e e &

Mit Satz 7.8 (d) und Satz 8.1 folgt

. 1 1
lim |g,| = =5

n=e0 1+ /lim, 1+ 2

Wire (g,) konvergent mit Grenzwert g € R, dann wére nach Satz 7.8 (c) |g| = lim,_,, |g,| = % Fiir den Limes

kédmen also nur % und —% in Frage. Ware lim,_, g, = %, dann gébe es ny € N so, dass ’gn — %| < % fiir alle n > n,,.

Dann wire aber g, > O fiir alle n > n,, ein Widerspruch! Ganz analog im Fall lim,,_,, g, = —+

5
Also muss die Folge divergent sein.

: Wegen n < n+5ist ¥n < ¥n+5. Wegen n+ 5 < n? fiir fast alle n € N (d.h. hier: fiir n > 3) haben wir

Yn+5 < VYn? = ¥Yn¥n fiir fast alle n € N. Laut Vorlesung gilt lim,_,., ¥/n = 1, nach Satz 7.8 (d) ist auch
m,_,. ¥Yniyn=1-1=1. Mit dem Sandwich-Theorem (Satz 7.8 f) folgt lim,_,,, ¥Vn+5=1.

Aufgabe H3 (Cesaro-Mittel)
Es sei (a,)7 ; eine reelle Folge. Wir definieren b, ZZ=1 ay.

(a

(b
(0

Beweisen Sie: Falls (a,,) konvergiert, dann auch (b, ), und zwar gegen den gleichen Grenzwert.
Hinweis: Wéhlen Sie zundchst (geschickt) n; € N und zerlegen Sie fiir n > n; die Summen b, = Zk 1%+

iy g

n k=n1+1 k-

Zeigen Sie: Die Umkehrung ist falsch, d.h. wenn (b,) konvergiert, dann nicht notwendig auch (a,,).
Konvergiert stets (b,,), wenn (a, ) beschrénkt ist? Beweis oder Gegenbeispiel.

Bemerkung: Die Folge (b,) heilst Cesaro-Mittel von (a,,).

Losung:

(a)

(b)

(o)

Es sei a der Grenzwert von (a,). Sei € > 0 gegeben. Da (a,) gegen a konvergiert, gibt es n; € N so, dass |a, —al < %

fiir alle n > n;. Wahle n, € N so, dass ny > 5221:1 |ai — a| (das gibt es nach dem Satz von Archimedes, Satz 3.4
b). Ist nun n > ny, dann

1 1<
H;ak—a ;;(ak—a

n g 1 €
St al a—al < - + a—a< +—
3 ¥ 2l §|k |<5+5<

Also konvergiert (b,) gegen a.

A- Ungl 1

ba-al = -

Zlak—al Z —a|+Z|ak—a

k=n1+1

—%, falls n ungerade

Gegenbeispiel: Setze a,, := (—1)", n € N. Dann ist b, = %Zzzl a, = { . Wie in der Vorlesung

0, falls n gerade

gezeigt, divergiert (a,) (Beispiel 7.4 ¢). Da aber —% < |b,| < 0, konvergiert (b,) nach dem Sandwich-Theorem
(Satz 7.8 f) gegen 0. O
Behauptung: (b,) konvergiert nicht immer, wenn (a, ) beschrénkt ist.

Gegenbeispiel: Setze a, := (—1)¥, falls 3*~* < n < 3* fiir k €N, und a; := 1. (da die Folge (3¥)$° ) monoton wichst
und unbeschrankt ist, gibt es zu jedem n € N, n > 2, genau ein solches k)

Dann gilt |[bgx — (=D < % flir alle k e N:

3k
|bye — (1| = %Zan—(—l) e 3,<Z|a — (1)
n=1
3k 1 1 3k
(—1)’<|+§ > Jan— (=1
n=3k"141
onf=1 1 3 s 2
n=1 n=3k"141




Das bedeutet aber, dass (b,,) nicht konvergieren kann. Ansonsten hétte (b,) einen Grenzwert b. Es gibe n, so, dass
|b, — b] < % fiir alle n > n,. Wahle k € N so, dass 3* > n,. Dann ist

1 2
|b— (=1)%| = |b = bak + bgk — (=1)*| < [b — bar| + |bg — (—1)| < st5=1

und

1 2
|b— (=1 = |b = byess + byesr = (=1 S [b = byesa| + [bgees — (-1 < g+ 2 =1.

Es wiirde folgen

2= - (D=0 = b+ b= (D S (D - b+ b - (D) < 1+ 1=2,

ein Widerspruch.




