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Gruppenübung

Aufgabe G1 (Konvergenz von Folgen)
Beweisen Sie:

(a) Eine Folge (an) in R konvergiert genau dann gegen a ∈ R, wenn limn→∞ |an − a|= 0.

(b) Sei k ∈ N. Ist die reelle Folge (an)∞n=1 konvergent, dann auch (an+k)∞n=1, und zwar gegen den gleichen Grenzwert.

Aufgabe G2 (Konvergenz von Folgen)
Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

an :=
(2n2 − 3n)(n3 + 1)
(n+ 2)(n2 + n4)

, n ∈ N, bn :=
p

n+ 1−
p

n, n ∈ N,

cn :=
nn

n!
, n ∈ N, dn :=

�

1+
1

3n

�n

.

Aufgabe G3 (rekursiv definierte Folge)
Sei a1 ∈ (0,1) und an+1 := an(2− an) für alle n ∈ N. Hat diese Folge einen Grenzwert?
Es gibt zwei verschiedene Lösungswege, die hier beide gefunden werden sollen.

(a) Leiten Sie aus der rekursiven Vorschrift Eigenschaften ab, die Aussagen über die Konvergenz liefern (analog zu
Beispiel 7.12 aus der Vorlesung).

(b) Finden Sie eine Darstellung von an, die von a1 und n, aber nicht mehr von an−1 abhängt und die also insbesondere
nicht mehr rekursiv ist. Daraus lassen sich die Konvergenzeigenschaften ganz leicht ablesen.

Hausübung

Aufgabe H1 (Rechenregeln für Grenzwerte)
Es seien (an), (bn) Folgen in R mit limn→∞ an = a und limn→∞ bn = b. Beweisen Sie:

(a) limn→∞(an + bn) = a+ b

(b) limn→∞(αan) = αa für alle α ∈ R
(c) limn→∞(an · bn) = a · b

Aufgabe H2 (Konvergenz von Folgen)
Untersuchen Sie auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert:

en :=
cn+1

cn
, n ∈ N, (cn wie in G2) fn :=

3n · n3

�2n
n

�
, n ∈ N,

gn := (−1)n
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�p
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n
�

, n ∈ N, hn := n
p

n+ 5, n ∈ N.
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Aufgabe H3 (Cesàro-Mittel)
Es sei (an)∞n=1 eine reelle Folge. Wir definieren bn := 1

n

∑n
k=1 ak.

(a) Beweisen Sie: Falls (an) konvergiert, dann auch (bn), und zwar gegen den gleichen Grenzwert.
Hinweis: Wählen Sie zunächst (geschickt) n1 ∈ N und zerlegen Sie für n ≥ n1 die Summen bn =

1
n

∑n1
k=1 ak +

1
n

∑n
k=n1+1 ak.

(b) Zeigen Sie: Die Umkehrung ist falsch, d.h. wenn (bn) konvergiert, dann nicht notwendig auch (an).

(c) Konvergiert stets (bn), wenn (an) beschränkt ist? Beweis oder Gegenbeispiel.

Bemerkung: Die Folge (bn) heißt Cesàro-Mittel von (an).

2


