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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Infima und Suprema)
(a) Esseien A,B C R nichtleere beschréankte Mengen.
Beweisen Sie: sup(AU B) = max{supA, sup B}.
Gilt zusétzlich AN B # 0, so ist sup(AN B) < min{supA, sup B}. Kann hier das Kleiner-Zeichen auftreten?

(b) Bestimmen Sie das Infimum und das Supremum von

X
B:={ :x>—1},
1+x

falls diese existieren.

Losung:
(a) 1. Behauptung: sup(AU B) = max{supA, sup B}

Beweis: O.B.d.A. sei supA = max{supA,supB}. AU B ist nichtleer und beschrankt, denn ist z.B. a eine obere
Schranke von A und b eine obere Schranke von B, dann ist max{a, b} eine obere Schranke von A U B. Damit
existiert sup(AU B).
Sei x < supA. Dann ist x keine obere Schranke von AUB, denn, da x < supA, existiert ein x, € Amit x < x, < supA.
Da x, € AUB, ist x keine obere Schranke von AU B. Damit folgt sup(AU B) = max{supA, sup B}.
2. Behauptung: AN B # 0 = sup(AN B) < min{supA, sup B}
Beweis: AN B ist nicht leer (nach Voraussetzung) und beschriankt, da A und B beschréinkt sind. Also existiert
sup(A N B). Fiir alle x € AN B gilt auch x € A. Damit folgt x < sup(A). Ebenso gilt x € B, also x < sup(B).
Insgesamt folgt also x < min{supA, sup B}.
Beispiel: Sei A:={—1,0,1}, B := {—2,0,2}. Dann gilt sup(ANB) = 0 < 1 = min{supA, sup B}. Das Kleiner-Zeichen
kann hier also auftreten.
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(b) B:= { oy X > 1}. Es gilt o = 1 e Fiir x > —1 gilt i 0, also ist B durch 1 nach oben beschrankt.

Behauptung: supB = 1. Sei € > 0 beliebig. Wéhle n € N, so dass

1
14+n

1
<esSn>-——1.
€

Damit gilt 1 — HLH > 1 — ¢, also kann 1 — € keine obere Schranke von B sein. Somit gilt supB = 1.

_1+l _1+l . . . . 3
L~ = —* = —n+1 folgt, dass B nach unten unbeschrénkt ist. B besitzt also kein Infimum.
n
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Aufgabe G2 (Binomialkoeffizienten)
Beweisen Sie

(@) Firx,y € Rund n €N gilt:




()
l—[ 2i—1 _ i (zn)
i 21 22n \ n
Losung:
(a) Behauptung: (x + y)" —Zk 0 ( )x Yk, x,y€R,neN

Beweis: mit vollstandiger Induktion.
Induktionsanfang: n=0: (x +y)°=1=3_, (8) xky=k

Induktionsannahme: die Gleichung gilt fiir ein n € N.
Induktionsschluss:

(x+ ) =(x+y)(x +y)
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(b) Induktionsanfang: Fir n =1 gilt
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Induktionsschluf: Fiir ein beliebiges aber festes n gelte [ |_, 2‘2_1 = o (2”) Dann gilt
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Aufgabe G3 (Konvergente Folgen)
(@) Seia,=1- % Zeigen Sie mittels der Definition der Konvergenz von Folgen, dass (a,),ey konvergiert und bestim-
men Sie den Grenzwert.

() Seib,=>"_, (%)m Zeigen Sie, dass (b,) ey konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Losung:

(a) Wir zeigen, dass 1 der Grenzwert der Folge ist. Sei daher a = 1 und € > 0. Dann gilt |a, —a| = *. Fiir € > 0 existiert

n

nach dem Satz von Archimedes ein n; € N mit € > ni Dabher gilt fiir alle n > n,
0

1 1
€>—>—=|a,—al.
ng n
(a,)nen konvergiert also gegen den Grenzwert 1.

(b) Mit Hilfe von G2b) vom Z.Ubungsblatt wissen wir, dass
1 1\ 1
2\3) =23
m=0

Wir betrachten also b, = 2 — zin und zeigen, dass der Grenzwert 2 ist. Sei also b = 2 und € > 0. Dann gilt

|b, — b|] = zin Fiir € > 0 existiert nach dem Satz von Archimedes ein ny € N mit € > 2+0 Dabher gilt fiir alle n > n,

1
€ >§=|bn—b|.

> _—
2m0

(by)nen konvergiert also gegen den Grenzwert 2.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Natiirliche Zahlen)
Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen mittels vollstdndiger Induktion:

(a) FiralleneN,n>3gilt2n+1 < n?
(b) Fiir alle n € N,n # 3 gilt n> < 2"
(c) FiralleneN,n >4 gilt 2" <n!

Losung:
(a) Behauptung: VneN,n>3: 2n+1<n?
Induktionsanfang: n=3:2-3+1<3% /
Induktionsannahme: In€N,n: 2n+1<n?
Induktionsschluss:
2n+1)+1=2n+2+1
=2n+142

IA.
<n?+2
<(n+1)>%

Die letzte Ungleichung gilt fiir alle n € N, was ebenfalls per Induktion gezeigt werden kann.
(b) Behauptung: Vn € N,n# 3: n? < 2" Wir beobachten zunéchst, dass die Aussage fiir n = 1,2 gilt und zeigen die
Aussage fiir n > 4 per Induktion.
Induktionsanfang: n=4: 42 < 2% /
Induktionsannahme: In € N,n > 4 : n? < 27
Induktionsschluss:
(n+1)=n>+2n+1

a)
<n®+n?

=2-n?
IA.
<2.2"
=2n+1

also (n+ 1)? < 2™*1, Per Induktion folgt nun n® < 2" fiir alle n # 3.




(c) Behauptung:VneN,n>4: 2" <n!
Induktionsanfang: n =4:16 =2 <41=24 /
Induktionsannahme: 3n €N,n > 4:2" <n!
Induktionsschluss:

2n+1 =2_2n
1.A.
<2-n!

<(n+1)-n!
=(n+1)

Aufgabe H2 (Funktionen)
Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen injektiv, surjektiv und/oder bijektiv sind. Bestimmen Sie gegebenenfalls
die Umkehrfunktion.

(a)
g:Z—N, g(x)=x>
(b)
hi(=1,00) = (=00, 1), h(x)= —=

©
X tx <1
kKiR—R, k(x)_{(x—1)2+1 x>1

Losung:

(a) Die Funktion g ist weder injektiv noch surjektiv. Zum Beispiel gilt g(—2) = 4 = g(2), was die Injektivitat widerlegt.
Auch gilt V2 ¢ Z, da aber die Wurzel eindeutig bestimmt ist, kann daher 2 nicht im Bild von g liegen. Das bedeutet
aber, dass g nicht surjektiv ist.

(b) Behauptung: Die Funktion h ist bijektiv.

Beweis der Injektivitit: Seien x,x’ € (—1,00) mit h(x) = h(x"). Dann gilt

x /

x+1 x'+1

>x(xX'+1D)=x"(x+1)=>x=x".

Beweis der Surjektivitit: Sei y € (—oo, 1), dann ist x := % das Urbild von y, denn

b

1-y y
hx == :_1— = .
(x) S 1_y( y)=y

Die Umkehrabbildung ist daher auch gegeben durch

X
1—x

h!:(—00,1) = (—1,00), i (x) =

(c) Behauptung: Die Funktion k ist bijektiv.
Beweis der Injektivitét: Seien x,x’ € R mit k(x) = k(x’). Falls x,x” < 1, folgt sofort x = x’. Falls x,x’ > 1, folgt
x = x’ wegen
(x=12+1=(x"-1) 41 & x-12=x"-1? & x—-1=x"-1.
Die Fille x < 1,x’ > 1 und x’ < 1,x > 1 konnen nicht eintreten, da k(x) < 1, falls x < 1 und k(x) > 1, falls x > 1.
Damit ist k injektiv.

Beweis der Surjektivitédt: Sei y € R. Ist y < 1, so ist x = y das Urbild von y. Ist y > 1 soist x = 4/y — 1+ 1 das
Urbild von y. Die Umkehrfunktion von k ist daher gegeben durch

x <1

x
kK H(x)=
() {xz,/y—1+1 x=1




Aufgabe H3 (Konvergente Folgen)
Untersuchen Sie, ob die folgenden Folgen in R konvergieren:

(a)
_n*-1
" n+1
(b)
by=(-1)"
n— »\/ﬁ
Losung:
(a) Zunichst beobachten wir, dass a, = ’;2—;11 = % = n — 1. Wir behaupten, dass a,, nicht konvergiert. Wir

miissen also zeigen:
(Vx eR)(Fe > 0)(Vny e N)(In > ny)|x —a,| =€

Sei also x € R. Wir wihlen € = 1. Sei aulerdem n, € N.

Da N nicht nach oben beschrénkt ist (Satz von Archimedes) finden wir ein n € N, so dass n > ny, und n > x + 2,
alson—x—1>1.

Damit erhalten wir |x —a,|=|x —(n—1)|=n—1— x > ¢, was zu zeigen war.

(b) Wir behaupten, dass lim,,_,., b, = 0. Wir zeigen:
(Ve > 0)(dny, e N)(Vn > ny)|b, — 0| < €

Wir bemerken zunichst, dass in einem vollstdndig geordneten Korper gilt

1 1
0<x<y = x2<y2undp>—2.
Y

Sei also € > 0. Wir stellen fest, dass |b,| < ¢ & % < €2. Da € > 0, finden wir nach dem Satz von Archimedes ein

ny €N, so dass ny > —. Sei nun n > n,, also * < + < €2 und somit - < € fiir all n > n,, was zu zeigen war.
0 0~ 2 0 . n 0




