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Probeklausur mit Losungshinweisen

Tragen Sie in die neben stehenden Zei- Name:

len Thren Namen und Thre Matrikel- Vorname:

nummer ein. Versehen Sie alle Blatter ' .

mit Threm Namen und Ihrer Matri- Matrikelnummer:

kelnummer und nummerieren Sie die Fachrichtung:

Blétter.

Alle Ergebnisse sind zu begriinden. Ins-

besondere werden Losungswege bewer-

tet.

] Aufgabe \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 \Gesamt\Note‘
mogl. Punktzahl 8 10 10 12 10 10 60

err. Punktzahl

e Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten.

e Lisungsschritte und Teilergebnisse sind ausreichend zu begriinden.
o (Taschen)rechner sind nicht zugelassen.

e Fs sind beliebige schriftliche Aufzeichnungen zugelassen.

o Mobiltelefone sind ausgeschaltet in einer Tasche zu verstauen.

e 50 % der Gesamtpunkte reichen zum Bestehen der Klausur.

e Bitte legen Sie Ihren Studierendenausweis zusammen mit einem Licht-
bildausweis zur Kontrolle bereit.

e Viel Erfolg!



Aufgabe 1 (8 Punkte)

Sei X eine Menge und seien f,g : X — X Funktionen. Geben Sie einen Beweis fiir die
folgende Implikation an.

go f ist bijektiv. = f ist injektiv und ¢ ist surjektiv.

LOSUNG: Behauptung: g o f ist bijektiv = f ist injektiv und g ist surjektiv.
Beweis: Wir nehmen an, dass f nicht injektiv ist. Dann gibt es x,2’ € X mit x # 2/ und
f(z) = f(2'). Daraus folgt aber auch g(f(z)) = g(f(z’)), was im Widerspruch zur Injektivitét

von go f steht. Nehmen wir nun an, g sei nicht surjektiv. Dann gibt es ein y € X, so dass g(z) # y
fiir alle z € X. Damit kann aber auch g o f nicht surjektiv sein, da f(X) C X gilt.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Seien A, B C R beschrinkte Teilmengen der reellen Zahlen. Zeigen Sie, dass sup(A+ B) =
sup(A) + sup(B), wobei A+ B={a+b:a€ A,be B}.

LOsuNG: Wir definieren zunéchst « := sup A, B := supB. Seien nun a € A, b € B. Aus a < «
und b < 3 folgt a+b < a4+ 3, a+ 3 ist also eine obere Schranke von A+ B. a+ (§ ist in der Tat die
kleinste obere Schranke: Sei dazu € > 0 eine reelle Zahl. Wir miissen zeigen, dass ein z € A+ B
existiert, so dass (o 4+ ) — z < e. Da @ und 8 Suprema von A bzw B sind, existieren a € A mit
a>a—e/2und b€ B mit b> [ —€/2. Setzen wir nun & = a4 b > (o + 3) — € folgt sofort, dass
«a + 3 das Supremum von A + B ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Entscheiden Sie fiir die nachstehenden Folgen, welche der 3 Eigenschaften ,,beschrankt”,
,konvergent” bzw. ,divergent” jeweils vorliegen. Im Falle der Konvergenz bestimmen Sie
auch den Grenzwert.
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Die Folge ist also konvergent mit Grenzwert —%.



b) Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2m,m € N. Hier gilt
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Betrachten wir nun die Teilfolge n = 2m 4+ 1,m € N. Nun gilt
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Fiir € > 0 gibt es also ein ng € N, so dass b, € U(1) UU(—1) fiir n > ny. Die Folge ist also
beschrankt.
Aufgabe 4 (12 Punkte)

2
2
Es sei ag € [0,1] und (a,)nen, sei die rekursiv definierte Folge mit a, 41 := a”; fiir alle

n € Ny. Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen, konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

LosunaG: Wir zeigen zuerst, dass die Folge zwischen 0 und 1 beschrénkt ist. Zunéchst gilt offen-
sichtlich a,, > 0 fiir alle n. Wir zeigen per Induktion, dass aulerdem a, < 1 fiir alle n.

Induktionsanfang: Nach Voraussetzung gilt ag < 1.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt a, < 1.

Induktionsschritt:
ap+21V.1+2 _

3~ 3
Die Folge ist also beschrénkt zwischen 0 und 1.

1

an41 =

Als n#chstes zeigen wir, dass die Folge monoton wichst. Es gilt fur a, <1

O<(an—1)2:ai—2an+l—an+an§<afl—3an+2.

Somit gilt
a? +2
3
Die Folge wéchst also monoton und ist nach oben beschrinkt, nach dem Monotonie-Kriterium
konvergiert die Folge also.

apt1 = > Qp.

Aufgabe 5 (10 Punkte)
Betrachten Sie die Folge

(=)™  wenn n = m?,

fir m* <n < (m+1)?, meN.



a) Ist (an)nen beschrankt?

b) Ist (ay)nen konvergent?

¢) Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte von (ay,)nen-

d) Geben Sie Teilfolgen an, die gegen die Haufungspunkte konvergieren.

LOSuNG: a) Im ersten Fall nehmen die Folgenglieder nur die Werte +1 an. Im zweiten Fall gilt

’I?’L2 n n

0 = —.
<1+2n<1+2n<2n 2
Die Folge ist also beschrénkt.

b) Die Folge ist nicht konvergent, da die Menge {n = m? : m € N} nicht endlich ist und die
entsprechende Teilfolge abwechselnd die Werte 1 und —1 annimmt.

¢) Aus dem ersten Fall ergeben sich die Hiufungswerte 1 und —1. Fiir den zweiten Fall wissen
wir bereits, dass 17]:;” < % Auflerdem gilt

m2 m2 m2 1 m—oo 1

> = =
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Wir haben also fiir diese Teilfolge eine identische obere und Schranke, die Teilfolge konvergiert
dementsprechend nach Satz 7.8 f) gegen % Eine Argumentation wie in Beispiel 10.7 im Skript
zeigt, dass es keine weiteren Hiufungspunkte geben kann.

d) Die Teilfolge (ay) mit k € {n € N : n gerade und n = m? m € N} konvergiert gegen 1, die
Teilfolge (az) mit k € {n € N : n ungerade und n = m? m € N} konvergiert gegen —1, und

schlieflich konvergiert die Teilfolge (ay) mit k € {n € N:m? <n < (m+1)%,m € N} gegen
1

3
Aufgabe 6 (10 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Bei richtigen Aussagen
reicht als Antwort ,richtig”, bei falschen Aussagen geben Sie eine Begriindung oder ein
Gegenbeispiel an.

a) Sei (an)nen eine reelle Folge. Falls fiir alle € > 0 ein ny € N existiert, so dass
|api1 — an| < e fiir alle n > nyg,

s0 ist (a,)nen eine Cauchy-Folge.
b) Aus lim,,_. a, = a und lim,_,, b, = b folgt lim,_,, max(a,, b,) = max(a, b).
¢) Wenn die Reihe Y7 | ax konvergiert, dann ist (a,)nen eine Nullfolge.

d) Wenn die Reihe ;- | ay absolut konvergiert, dann ist (a,)nen eine positive Nullfolge.

LOSUNG:  a) Falsch. Sei ap, =Y 4 % Dann gilt fir alle n € N: |ap 41 — ay| = n%rl "Z20. Da

aber limy, oo @ = > poy % = oo gilt, konvergiert die Folge nicht und ist somit insbesondere
keine Cauchy-Folge (Cauchy-Kriterium).

b) Richtig.
c¢) Richtig.

d) Falsch. Zum Beispiel konvergiert die Reihe » 72, (_k—l,)k konvergiert absolut, die Folge a, =

(_nl!)n ist aber keine positive Nullfolge.




