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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Konvergenz von Potenzreihen)
Fiir welche Werte « € R sind die folgenden Reihen konvergent?

(a) 202y n(2ﬂf)

(b) Yooz

(€) 2oz ( )7%2"-(1‘—2)",
(d) 352, Bl — 1),
Losung:

(a) Zunichst beobachten wir, dass gilt Y07 | 1(2z)" = 3°°° | 24" Wir konnen nun den Kon-

n=1
vergenzradius p mit dem Quotientenkriterium fiir Reihen bestimmen.

n+1)2"  n+1
an+1‘ _’ n- 2”+1 oo
Es gilt lim,, ”TJ;I = 1/2. Somit ist der Konvergenzradius p = % Nun betrachten wir noch
die Félle |x| =
T = % Da dle Reihe fiir x = 5 d1e harmonische Reihe ist, divergiert die Reihe.
x = —3: Da die Reihe fiir x = —3 dle alternierende harmonische Reihe ist, konvergiert
sie nach dem Satz vom Leibnitz.
(b) Wir gehen vor wie bei (a):
an (n+1)2
Ant1 - ‘ n? ’

aftzl = 1, und damit ist der Konvergenzradius p = 1. Die Reihe konvergiert

daher fiir alle z €]1, 3] und divergiert fiir alle x > 3 und alle = < 1. Fiir z € {1, 3} sehen
wir, daf8 beide zugehorigen Reihen konvergent sind, da sie ) - _1 5,z als Majorante haben. Die
Reihe konvergiert also fiir alle = € [1, 3].

Es gilt lim,, o ‘

(c) Berechnung des Konvergenzradius p:

1
= limsup v/|(—1)"n2"| = lim sup \f van=1-2

n—oo n—oo
n—00

1
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Wir erhalten p = 2 Die Potenzreihe konvergiert fiir z € (1.5,2.5). Fiir z = 1.5 erhilt
man die Rethe 370° ((—1)" - 2" -n - (L5 —2)" = 320 (1) - 2" .- (=3)" = 320 'n, die
divergent ist. Bei der Randstelle z = 2.5 ist die Reihe ebenso > ((—=1)"-2"-n-(2.5-2)" =
S (=12 n - (3)" =30 ((—1)"n divergent. Fazit: Die Potenzreihe konvergiert nur
fir z € (1.5,2.5).

(d) Mit z = (z — 1)® schreibt sich die gegebene Reihe als Z kgz

k=
Wir bestimmen zunéchst den Konvergenzradius dieser Re1he Wegen

2k 2 2
. k 1 _ _
kli{noo k2| klgnoo (Vk)2 12 2

ist dieser % nach dem Wurzelkriterium. Also konvergiert die urspriingliche Reihe fiir alle

r € R mit
—_ 115 = 1
lz =1 =|2| < 3, dh. 7
Der Konvergenzradlus ist damit \Sf Fr die Randpunkte werden die entsprechenden Reihen
die Relhe fo 1 7z als Majorante haben. Daher konvergiert die Potenzreihe fiir alle x €
[1— 514 4.

Aufgabe G2 (Potenzreihenentwicklung)
Bestimme die Potenzreihenentwicklungen um x = 0 fir die Funktion g(z) = cosh(z) = #
Gib den Konvergenzradius der Reihe an.
Losung:
Wir verwenden die bekannte Reihendarstellung der Exponentialfunktion.

o

e 4 e T e .Tk © ﬂfk CL‘k
o0 =5 =5 <;)kv ¥ ;f‘l)km) =32 (1)

oo k 0, k ungerade
1 x . .
=3 g akﬁ, wobel ap = fiir
) 2, k gerade

1 0 2n
=35 Z agn(xTn)! (mit k=2n fiir die geraden k)

[e.e]

= — = x.
| !
2 &= (2n)! = (2n)!

o0 o0
Da der Konvergenzradien von ) %IT und ) (-1 )’” gleich oo sind ist der Konvergenzradius der
k=0

k=0
00

Reihe )’ ﬁm% auch gleich co nach Satz 26.2(i).
n=0 ’

Aufgabe G3 (Taylor-Polynom)
Berechne das Taylorpolynom T3(z,1) zu f : Rt — R, f(z) = z(x — Inz). Berechne ebenfalls
Tg(%, 1) und schitze den zugehorigen Fehler ab.
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Losung: Die ersten vier Ableitungen von f sind

Yz = 2z—1In(z) -1,

O = 2,
1

f(g)(x) = 2

@ = -5

Mit f(1) =1, fW(1) =1, f@(1) =1 und f@ (1) = 1 erhilt man

T3(z,1) =1+ (z — 1)+ %(az —1)%+ %(a: —1)3

Insbesondere ergibt sich T5(3,1) = 28.

Fiir den Fehler erhélt man

4) 4
Ry 1) = 10 <2_1> 2

mit £ €], 1[. Somit gilt

2 11
23, 1)< =
[R5 (2/3, )‘—4!'(2/3)3 31 288

Hausiibung

Aufgabe H1 (Konvergenz von Potenzreihen)
(24242 Punkte)
Bestimme die Konvergenzradien der folgenden Reihen:

(a) Y5k +sin(k))(z — 2)F,
(b) 370 iy,
(¢) Y52y (1= 1) ain,

Losung:
i sin(k)
T a | — Jyp | kEsinG) | s Sl
(a) Es ist kh—{go | = kli)ngo FrTrsin(E 1) | — i |1 Ly e |-
in(k) 1 . sin(k+1) . sin(k)

Da —1 < Sk < 1 gy iy SinED gy sintk)
kS TR S p UL T e Tk )

PR ap | — _140 _

und damit kli)rr;o o | = 040 = L

Also ist der Konvergenzradius nach dem Quotientenkriterium 1.

(b) Es ist
1)2 |
o | B2 R4 (2k+1)(2k+2)
k—oo | A1 k—oo (2K)! ((k+1)N2  k—oo &+ 1)
o (2k+1)-2 Ak 42
= lim ————— = _

Also ist der Konvergenzradius nach dem Quotientenkriterium 4.
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(¢) Konvergenzradius mit Wurzelkriterium:

) 1" . -1\" 1
=lm|l—-—] =lm (1+— )] =-
n—oo n n— o0 n (&
. . & 1\ n? . .
Also hat die Reihe ) (1 — 5) z" den Konvergenzradius e, konvergiert also fiir alle z €
n=1

(—e,e) und divergiert fiir alle z € R\[—e, e]. Mit z = 23 konvergiert die urspriingliche Reihe
also fiir alle 2 € (— /e, ¥/e) und divergiert fiir alle z € R\[— /e, /€.
Der Konvergenzradius ist daher /e.

Aufgabe H2 (Konvergenz von Potenzreihen)
(242 Punkte)
Bestimme den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen in Abhéngigkeit von a € R:

(2) Xpzpa™a,
(b) 52 olan® + 1)a.
Loésung:
(a) Es gilt
oo falls a| > 1

1
lim sup (a”Q) " =limsupa” =41 falls |a| =1

n—oo n—oo
0 falls a| < 1.
Damit gilt fiir den Konvergenzradius

0 falls|a| >1
r=4q1 falls|a|=1
oo falls |a| < 1.

(b) Es gilt
1 241
(an® + 1)% = exp n(an” +1) — exp(0) =1,
n n—oo
da
1
o In(ad +1 TS (—%) . a
lim xl = lim = lim — =0
r—0 z x—0 - z—0 b +x

nach der Regel von de 'Hospital. Also ist der Konvergenzradius » = 1 unabhéngig von a.

Aufgabe H3 (Potenzreihenentwicklung)
(3 Punkte)
Bestimme die Potenzreihenentwicklungen um =z = 0 fiir die Funktion h(z) = grj;xIQ. Gib den
Konvergenzradius der Reihe an.
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Loésung: Wir verwenden die bekannte Reihendarstellung der geometrischen Reihe.

()_:c2+1_(2+1) 1 2?41 1
34222 3(1+ 3a2) 31— (—222)
a? +1 2 4 k 2 — (—=2)" 5
-3 <_3$> =@ D) e
k=0 k=0
oo oo oo oo
(—2)F oris (—2)F o (—2)F 1 o (—2)F o
= Z 3k+1 x +Z 3k+1 T = Z 3k x +Z 3k+1 x
k=0 k=0 k=1 k=0
1 (2R (2R o 1 (=2 =2\ o
:3+Z< 3k +3k+1 r 5T 3k 1+? z
k=1 k=1
I = (=21 g 1 S
:§+Z 3k gzz: :§+Z gh+1 x
k=1 k=1
o I k=0
= quka mit qp = . fiir
k=0 (_3?1% 9 k > ]-

Obige Rechnung ist genau fiir die z € R mit —%xz‘ < 1, also alle z € R mit |z]| < % moglich. Der
Konvergenzradius ist also %

Aufgabe H4 (Taylor-Polynom)
(2 Punkte)
Bestimme fiir das Polynom p : R — R, p(z) = 2* + 223 + 422 + 2 — 1 die Taylorreihe um den
Entwicklungspunkt zg = 1.
Losung:
Fiir p(z) = 2% 4 223 + 422 + 2 — 1 ergibt sich

pW(z) = 42% 462+ 8z + 1,
pP(z) = 1227 + 12z +8,
P (z) = 242 +12,

pW(x) = 24,

p®(z) = o,

also p(1) = 7, p((1) = 19, p@ (1) = 32, p® (1) = 36 und p* (1) = 24.

Damit folgt p(x) = 7+ 19(x — 1) + 16(x — 1)2 + 6(x — 1)3 + (z — 1)%.



