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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Eigenwert und Eigenvektor, diagonaldhnliche Matrix)
Gegeben sei die diagonaldhnliche Matrix

3 6 3
A= 0 3 0 |.
0 -6 0

Finde eine invertierbare Matrix T € R®3) und eine Diagonalmatrix D € R33) so da D =
T LAT.

Loésung: Berechne zunéchst die Eigenwerte von A.

Charakteristisches Polynom von A:

3-2 6 3
pa()\) = Det 0 3-X 0 |=-X3-))?

Also sind Ay = 0 und A2 3 = 3 die Eigenwerte von A.
Wir berechnen die zugehotrigen Eigenvektoren.
Zunéchst der Eigenvektor v; zum Eigenwert A\; = 0:

3 6 3| 0 12110
0 3 0] O0O]—=101H0]1]P0
0 -6 0 | O 0001 O
Also gilt v12 = 0 und v1; = —w13, somit erhalten wir
1
V] =S8 0 , SsER
-1
Fiir Eigenvektoren v; zu Ay 3 muf} gelten:
0 6 3 10
0 0 0 | 0], also 2u2+v3=0
0 -6 -3 | 0
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Wir wihlen
1 0
vo=s| 0 und v3=r| -1 |, rseR
0 2
Seien nun
1 1 0 A0 0 0 0 0
T = (v1,v2,v3) = 0 0 -1 und D = 0 X O =0 3 0
-1 0 2 0 0 A3 0 0 3

Dann gilt nach Satz 13.8: T-'AT = D.

Aufgabe G2 (Eigenwert und Eigenvektor, diagonaldhnliche Matrix)
Gegeben sei

1 1 1
A=| -6 3 -1
6 -2 2

(a) Bestimme das charakteristische Polynom von A.

(b) Bestimme alle Eigenwerte und Eigenvektoren.

(c) Ist A diagonaldhnlich? Falls ja, gib eine Diagonalmatrix D und eine Matrix 7" an, so dass
T—YAT = D gilt.

Lésung:
(a) Es gﬂt det(A — AE) = (4 — A\)(1 — X)2, also pa(\) = (A —4)(1 — N2

(b) Die Eigenwerte sind A; = 4, A\ = 1, als zugehorige Eigenvektoren berechnet man

0 1
U1 = M- 1 7/‘L€R\{O}a V2 = - 2 ,MGR\{O}
—1 —2

(c) Die Matrix ist nicht diagonaldhnlich. Eine Transformationsmatrix 7" mit den gewiinschten

Eigenschaften kann nicht gebildet werden. (Nur 2 Eigenvektoren vorhanden, 3 wiren aber notig,
Satz 13.8.)

Aufgabe G3 (Quadratische Form)
Welche der folgenden Matrizen sind

(a) positiv definit,
(b) negativ definit,
(c) indefinit?

Begriinde deine Antwort und gib im indefiniten Fall Vektoren an, die deine Behauptung belegen.

4 1 —4 1 -1 0
a=(V1)e=(0 ) a( )
Lo6sung: Nach dem Satz 13.11 ist A; positiv definit. Ag ist indefinit, denn 6{14261 = -4 <0,
aber 62TA262 =1 >0, und As ist negativ definit, da — A3 positive Eigenwerte hat.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Eigenwerttheorie)
(0.54+1.543 Punkte)
Zeige fir A e R X\ e C:

(a) A ist invertierbar < Alle Eigenwerte von A sind von Null verschieden.
(b) Ist A invertierbar, so gilt: A ist ein Eigenwert von A < % ist Eigenwert von A~1L.
(c) A ist ein Eigenwert von A = \F ist ein Eigenwert von A* fiir alle k € N. (Hinweis: Beweis
mittels vollstdndiger Induktion)
Losung:

(a) Seien Ap, ..., A, die Eigenwerte von A.
A ist regulir < Det(A)= A1 Ao oo - Ay Z0 S Mg,y A #0
(vgl. Satz 11.4, Seite 129)

(b) Sei A reguldr. Dann ist A invertierbar und alle Eigenwerte von A sind von Null verschieden

(vgl. (a)).

Sei A ein Eigenwert von A und z ein zugehoriger FEigenvektor, d.h. Az = Az. Dann gilt:
z=A" =247z

und somit
Ay = Zg,

d.h. % ist Eigenwert von A~!,

(c¢) Sei A Eigenwert von A und z ein zugehoriger Eigenvektor, d.h. Az = Ax.
Wir zeigen:

Afgy = Mz fir keN

mittels vollstindiger Induktion (dann ist \¥ Eigenwert von A* mit Eigenvektor ).
Induktionsanfang, k = 1: Es gilt Az = Az (s.0.).

Induktionsannahme fiir k € N: Es gelte Afz = Mz,

Induktionsschritt:

ARty — AAPx = ANfz = NP Ax = Nodx = Nty

Aufgabe H2 (Diagonalisierbarkeit, quadratische Form)
(243 Punkte)
Mit einer symmetrischen Matrix A € R3*3 ist die quadratische Form Q4 : R?® — R mit der
Zuordnungsvorschrift
Qalx) = 795% + 695% + 5m§ —4x1x9 — dx023
assoziiert.

(a) Gib die Matrix A an und entscheide, ob A positiv oder negativ definit ist.

(b) Begriinde, warum die Matrix A diagonaldhnlich ist und gib eine orthogonale Transformati-
onsmatrix S € R3*3 mit S7!1- A-8 = D an, wobei D € R3*3 eine Diagonalmatrix bildet.

Loésung;:
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(a) Die zur quadratischen Form @ 4 gehorige Matrix lautet

7T =2 0
A=1-2 6 -2
0 -2 5

Um zu zeigen, dafl A positiv definit ist, geniigt es nach Satz 13.11 auf S.152 nachzuweisen,
dafl die Hauptunterdeterminanten positiv sind. Wir erhalten

Dy =det(7)=7>0

7T -2
DQ—'_2 6'—38>0
7T -2 0
D3=|-2 6 -2 |=162>0
0 -2 5

und somit ist A positiv definit. Alternativ hétten wir (ebenfalls nach Satz 13.11) zeigen
konnen, dafl samtliche Eigenwerte von A positiv sind. Das charakteristische Polynom von A
besitzt die Darstellung

Pa(X\) = (=1) - det (A — \I)

A 20
=(=1)-| 2 6Ax -2
0 -2 52\

=(=D-[(T=A)-(6=2)-(5=A)—4-(T=A)—4-(5-])]
=23 — 182 + 99\ — 162
=A=3)-A=6)-(A—9)

und somit erhalten wir die Figenwerte
AM=3, X=6 und M3=09,

welche alle positiv sind.

(b) Da es sich bei A um eine symmetrische Matrix handelt, folgt mit Satz 13.10 die Diagonalihn-
lichkeit von A. Dieser Satz besagt auBlerdem, daf8 es eine invertierbare Matrix S € R3*3 und
ein Diagonalmatrix D € R3*3 mit

S1.A.8=D

gibt. Dabei sind die Diagonalelemente von D die Eigenwerte von A und die Spalten von S
setzen sich aus den zugehorigen normierten Eigenvektoren zusammen. Da wir die Eigenwerte

AM=3, X=6 und M3=09,

im vorigen Aufgabenteil bereits bestimmt haben, ist nun noch fiir i = 1,2, 3 zu jedem Eigen-
wert \; ein Eigenvektor x; zu ermitteln. Wir unterscheiden nun die folgenden Félle:

A1 = 3: Hier ist eine Losung des Gleichungssystems

4 =2 0 x1,1
(A=30)-z1=|-2 3 =2| -|z12] =
0 -2 2 1,3

o O O



5. Ubung Mathematik II fiir ETiT, WI(ET), IST, CE, LaB-ET, Sport-Wiss
zu bestimmen. Der Vektor
1
1= |2
2

eine Losung von (A — 31) -1 = 0 und ist somit ein Eigenvektor zum Eigenwert A; = 3.

A9 = 6: Zu betrachten ist das Gleichungssystem

1 -2 0 x2,1 0
(A — 6[) s T9 = —2 0 -2 . €22 = 0
0o -2 -1 56‘273 0
Der Vektor
-2
o= [ —1
2
eine ist Losung von (A — 6I) - zo = 0 und ist damit zugleich ein Eigenvektor zum
FEigenwert Ay = 6.
A3 = 9: In diesem Fall ist eine Losung des Gleichungssystems
-2 =2 0 x31 0
(A=9I) - 23=|-2 -3 2| -|a32] =10
0 -2 —4 €33 0

zu ermitteln. Der Vektor

2
Tr3 = —2
1
eine ist Losung von (A—91)-xz3 = 0, die zugleich auch einen Eigenvektor zum Eigenwert
Az = 9 darstellt.

Die Vektoren x1,x2 und x3 sind zu einander orthogonal. Wir normieren sie und setzen in die
Spalten der gesuchten Matrix S ein. Daher hat die gesuchte Transformationsmatrix die form

1 1 -2 2 3 00
S=-(12 -1 -2 und D=0 6 0
S\e 2 1 00 9
[ |
Aufgabe H3 ( Quadratische Form)
(14+2+2 Punkte)
Gegeben sei die Matrix
a b c
A=|b 8 4
3 46

(a) Bestimme die zu A gehorige quadratische Form Q4 : R — R. Welche Voraussetzung muss
A erfiillen, damit @ 4 iiberhaupt sinnvoll erklart ist?

(b) Wiéhle nun b = 2 und entscheide, fiir welche Werte der reellen Parameter a und ¢ die Matrix
A positiv definit ist.

(c) Zeige, daBB A nicht negativ definit sein kann.
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Loésung:

(a)

Die quadratische Formen werden mit symmetrischen Matrizen assoziiert. Aus diesem Grund
miissen wir zunéchst

voraussetzen. Zur Matrix
a b 3
A=1|b 8 4
3 4 6
gehort dann die quadratische Form Q4 : R? — R mit der Zuordnungsvorschrift

Qalz) = ax% + 830% + Gac% + 2bx1x9 + 62123 + S8wo3.

Wir setzen b = 2 und betrachten die Matrix

A:

W N
= 00 N

3
4
6

Dabei wurde bereits beriicksichtigt, dafl hier erneut ¢ = 3 gewéhlt werden mufl. Aufgrund
von Satz 13.11 ist nun A genau dann positiv definit, wenn die fithrenden Hauptunterdeter-
minanten (Hauptminoren) von A positiv sind. Wegen

!

Dy =det(a)=a>0 & a>0
a 2 ! 1

DQ—'2 8‘—8(1—4>O ~ a>§
a 2 3 | 3

Dy=|2 8 4|=30-48>0 & a>3
3 4 6

ist A fiir alle a > % positiv definit.

Um die Symmetrie der Matrix zu gewéhrleisten, miissen wir zuerst wieder ¢ = 3 fordern.
Nach Definition 13.6 ist die Matrix A negativ definit, wenn die Matrix

—a —b -3
—A=[-b -8 -4
-3 —4 —6

positiv definit ist, was nach Satz 13.11 genau dann der Fall ist, wenn alle Hauptunterdeter-
minanten von —A positiv sind. Nun gilt aber

|

Dy =det(—a) = —a >0 & a<0
und

-a -b

DQ:‘ b -8

!
‘:8a—b2>0 & b? < 8a,
weshalb die Ungleichung
b’ <0

folgt, die fiir kein b € R erfiillt ist. Somit kénnen die Parameter a, b und ¢ nicht so gewéhlt
werden, dafl A negativ definit ist.



