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Gruppeniibung
Aufgabe G1 (Gaufisches Eliminationsverfahren, Inverse Matrix)
2 7 3
Bestimme die Inverse A~1 der Matrix A = [3 9 4 | mit Hilfe des GauBischen Eliminationsver-
1 5 3
fahrens.
Loésung: Die erweiterte Matrix lautet
2. 73110 ITI—I, I1+(=2)-I, I1T+(=3)-I 15 310 01
39 4]0 1 ’ A 0 -3 —3|1 0 —2 |2
1 5 3|0 01 0 -6 -5|0 1 -3
15 3710 01 I+3-I11, IT+(—3)-I11 15 016 -3 —2
0 -3 -3/ 1 0 -2 o 0 -3 0|-5 3 1 |¥&H
0 0 1 -2 1 1 0 0 1]—-2 1 1
3 0 0]-7 6 - V31, 1311 10 0/ -7/3 2 -1/3
0 -3 0|-5 3 T 01 0| 5/3 -1 —-1/3
0 0 1]-2 1 1 00 1| -2 1 1
-7/3 2 -1/3
Daher gilt A~ = | 5/3 -1 -1/3
-2 1 1

Aufgabe G2 (Cramersche Regel)
Bestimme mittels der Cramerschen Regel die Losung des linearen Gleichungssystems

4x1 + 8xo + 63 = 2
3x1 + 929 + 323 =1
2x1 + 6o + 4da3 = 2.

Loésung: Zunichst ist zu beachten, dafl sich das Gleichungssystem in der Form

Az =10
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darstellen 148t, wobei

4 8 6 2
A=13 9 3 und b= 11
2 6 4 2
Wegen
4 8 6
detA=13 9 3|=4-9-44+3-6-64+2-8-3—-2-9-6—-4-6-3—-3-8-4
2 6 4

= 144 + 108 + 48 — 108 — 72 — 96
=24 40

ist die quadratische Matrix A invertierbar und somit kann die Cramersche Regel (Satz 12.3,
S.55 im Skript zur Linearen Algebra) angewandt werden. Zur Bestimmung des Losungsvektors x
werden die folgenden Determinanten bendtigt:

2 8 6
det (b,a2,a3) =| 1 9 3 |=-20,
2 6 4
4 2 6
det (a1,b,a3) =3 1 3 |= 4,
2 2 4
4 8 2
det (aj,a2,0) =3 9 1 |= 16.
2 6 2
Damit folgt
oy det (b,az,a3) 20 5
YT detA T 246
. _det(al,b,ag) . i_ 1
T detA 24 6
. _det (a1,a2,b) 6 2
ST detA T 24 3

Aufgabe G3 (Lineare Gleichungssysteme)
Bestimme alle reellen k, so dass das lineare Gleichungssystem mit unbekannten x,y und z:

x—32=-3
20+ ky —z= -2
r+2y+kz=1

(a) eine eindeutige Losung,
(b) keine Lésung,

(c) mehr als eine Losung hat.

Loésung:
1 0 -3
(a) Das System besitzt eine eindeutige Losung, falls det [ 2 & —1 ] # 0 ist.
1 2 k



4. Ubung Mathematik II fiir ETiT, WI(ET), IST, CE, LaB-ET, Sport-Wiss

1 0 =3
Esgilt det | 2 k& —1| = k? + 3k — 10. Da k? + 3k — 10 = 0 gilt, hat das System fiir alle
1 2 k

k # —5 und k # 2 eine eindeutige Losung.
(b) Man setzt x = —3 — 3z in die zweite und in die dritte Gleichung ein. Es gilt

52+ ky =4
B+Fk)z+2y=4.
Fiir k£ = 5 gibt es keine Losung des Systems. Sonst wiirde die Gleichung —% = 4 aus dem
System folgen.

(¢) Fir k = 2 gibt es mehrere Losungen, da z = (4 — 2y)/5 das Gleichungssystem fiir alle y € R
erfiillt.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Lineare Gleichungssysteme)
(24241 Punkt)
Wir betrachten die Matrix

1 2 -1
A= 2 4 =2
-1 -2 1

(a) Bestimme eine Basis des Kerns von A und Rang(A).

(b) Untersuche, ob die linearen Gleichungssysteme Az = b;, i = 1,2 losbar sind, wobei

1 1
by = 2 und by = -1
-1 1

(c) Bestimme alle b € R3, fiir die das LGS Az = b eine Losung besitzt. (Dazu muss man jetzt
nicht mehr rechnen!)

Losung:

(a) ITm Kern(A) liegen alle x € R? mit Az = 0, also

T+ 229 — 23 =0 T1 4+ 220 — 23 =0
221+ 4xo — 223 =0 2 & T, 4+ 2x0 — 23 =0
—x1— 2w+ 23=0) -(—1) r1 + 2x9 — 23 = 0.
Damit ist Kern(A) = {z € R® : 21 + 229 — 23 = 0}. Setze 2o = \,z3 = . Dann ist
1= =22+ w
-2
Kern(A) = ¢ A 1f+pl 0] :ApelR
0
—2
Also ist 1,10 eine Basis von Kern(A) und dim(Kern(A4)) = 2.
0 1

Wegen n = 3 = dim(Kern(A)) + Rang(A) gilt damit Rang(A) = 1.
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(b) Nach Satz 12.2 ist das LGS Az = b; genau dann lsbar, wenn Rang(A) = 1 = Rang(A4,b;)
gilt. Bestimme Rang(A, by):

1 2 -1 1 1 2 -1 1
2 4 -2 2| —=100 0 O
-1 -2 1 -1 00 0 O
Also ist Rang(A,b1) =1 und das LGS Az = by 16sbar.
Bestimme Rang(A, b2):
1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1
2 4 -2 -1 =100 0 -3]—=100 0 O
-1 -2 1 1 00 0 2 00 0 2

Also ist Rang(A, b2) = 2 und das LGS Ax = by nicht 16sbar.

(c) Das LGS Ax = b beistzt genau dann eine Losung, wenn b € Bild(A) gilt. Da dim(Bild(A)) =
Rang(A) = 1 ist, und nach b (1,2, —1)7 € Bild(A) ist, gilt Bild(A4) = {\(1,2,-1)T : X € R}
und Az = b ist genau dann l6sbar, wenn b = \(1,2, —1)7 fiir ein A € R gilt.

Aufgabe H2 (Lineare Gleichungssysteme)
(7 Punkte)
Bestimme die Losungsmenge des linearen Gleichungssystem Ax = b mit

1 2 2 3
A=[(0 2 -1 und b= | -2
1 4 o? o

in Abhéngigkeit vom reellen Parameter a.
Hinweis: Es sind drei verschiedene Fille in Abhéngigkeit vom Wert von a zu unterscheiden.
Empfehlung: Benutze den Gaualgorithmus.

Losung: Die erweiterte Systemmatrix lautet

1 2 2 1 2 1 2 3
0 2 —-1|-2 ~ 0 2 -1 —2 ~ 0 -1 -2
1 4 0 2 0

2 a2—1la-1

[0 (67

S NN

(2 Punkte)
Die GroBe der Losungsmenge hingt davon ab, ob der Ausdruck a? — 1 = (a — 1)(a + 1) gleich
Null ist oder nicht. Daher unterscheiden wir drei Félle:

Fir a =1 gilt
1 2 2|3
0 2 —1|-2
00 010
Folglich kann eine Variable frei gew#hlt werden. Sei x3 = s. Dann folgt 2zo — 3 = —2 also

Ty = % Weiter folgt x1 + 2x9 4+ 223 = 3 also 1 = 3 — (s — 2) — 2s = 5 — 3s. Daher gilt fiir die
Losungsmenge Lo—1:

5—3s —2 )
52 | |seRp=qs| 5 |+|-1]|seRr
1
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(2 Punkte)
Fir a = —1 gilt
12 21 3
0 2 —-1]-2
00 0]-2
In der letzten Zeile steht die nicht erfiillbare Gleichung 0 = —2, womit die Losungsmenge L,—_1
leer ist (1 Punkt).
Fiir o £ 41 gilt
12 2 3\ ., /12 2 |3
02 -1 | -2 |“% 02 -1 [-2
00 a>~1|a-1 00 a+1]| 1
Daraus folgt
1
€Traq =
3 a+ 1’
2 = -2 = = ! 1
3
2 2x3 =3 = =5—
x1 + 2x9 + 273 z1 ot
Dabher gilt fiir die Losungsmenge La+1:
_ 3
1 a+1
Lozy1 = Mot 1
at1

(2 Punkte)

Aufgabe H3 (Cramersche Regel)
(3 Punkte)

Beweise die Cramersche Regel fiir das lineare Gleichungssystem Az = b, wenn A € R%? mit
det A # 0 und b € R?, b # 0.

Loésung: Es gilt

{ a1z +appres = by

a2121 + are = bo.

Entweder a11 oder ag; ist ungleich Null, da det A # 0 gilt. Nehmen wir an, dass a1 # 0 gilt. Dann
folgt aus der ersten Gleichung z1 = bl_:%“. Einsetzen von z1 in die zweite Gleichung und multipli-

zieren mit aq1 ergibt as1b1—aisxa+aiiasexs = ay1bs. Daraus folgt, dass 2o = aff;g?g;izlm = ‘if;tﬁ?.

; : : : _ bi—aixo : _ bianiaga—biaziaiz—bzaisaritaizaziby _
Einsetzen von zo in die Gleichung z; = an ergibt x; = ot =

biaga—boajo __ det A N : : .
Lazmmel = Sl Falls agg = 0 und a1 = 0 ist, ist der Beweis analog. Wir drucken x; durch zo

aus der zweiten Gleichung aus, setzen x; in die erste Gleichung ein und bekommen die Cramer-
sche Formel fiir 5. Danach setzen wir xo in die zweite Gleichung ein und bekommen Cramersche
Formel fir z;.




