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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lineare Abbildungen)
Es sei ¢ : R? — R? eine lineare Abbildung mit gb(((l))) = (g) and qb(((l))) = (1) Bestimme

4
“(z)
Lésung: Es gilt <z) = xe1 + yez, dann ist qb((z)) = ¢(ze1 + ye2) = zo(er) + yo(e2) =

#(3) 1) = ()
|

Aufgabe G2 (Matrizen)
Berechne die Determinante von A.

Es sei
1
4
7
)
b) Welchen Rang hat A?
)
)

oo Ot N
—

S O W
N——

a

¢) Bestimme den Kern von A.

d) Bestimme, falls mé6glich, die Inverse von A.

0

Losung: Es gilt det A = —3, also Rang(A) = 3 und Kern(A) = { ( 0 ) } Zur Bestimmung der
0

Inversen von A benutzen wir die Adjungierte Auq;:

Ay Ap Asgs 2 2 -3
Aggj = | A21 Ao Axz | = 4 —-11 6
Asz1 Az Ass -3 6 -3

1 1 2 2 =3
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Aufgabe G3 (Determinante)
Berechne fiir jedes b € R die Determinante der Matrix

b 0 0 1
0 b 10
B= 01 b 0
10 0 b

Fiir welche b € R ist diese Matrix invertierbar?

Loésung: Entwicklung nach der zweiten Zeile liefert:

82(1)(1) b0l b0l b1 b1

det(B) = =b[0 b 0|—1/0 1 0|=b-b- -
01b0 Lo L0y 1 b |1 b
100 b

=020 -1) - *—1)=0*-1)*=(b+1)(b—1)*=(1+b)*(1 —b)*
Die Matrix B ist fiir alle b € R\ {1, —1} invertierbar, da in diesem Fall det(B) # 0 gilt.

Aufgabe G4 (Lineare Abbildungen)
Bestimme die Funktionsgleichungen der linearen Abbildungen, die zu den folgenden Matrizen
gehoren:

0 1 A0 1 (1 -1 1A
ve(io) = (o) amglh ) (o)

wobei A und p reelle Zahlen sind. Welche geometrische Bedeutung haben diese Abbildungen?

Losung: Aus fi(x) = Apx mit x = (Z) erhalten wir

(1) = () = (5300 o= ()

Abbildung f; ist eine Spiegelung an der Geraden x = /\( }), Abbildung fs ist eine Streckung um
den Faktor A in z-Achsenrichtung und den Faktor p in y-Achsenrichtung, Abbildung fs3 ist eine

Drehung um 45° im Gegenuhrzeigersinn (Kapitel 10 (15)) und Abbildung f; ist eine Scherung
(Kapitel 10 (15)). Die folgenden Abbildungen veranschaulichen die Wirkungen von f; und fs.
A A

Hi(x) f3(x)

45° X
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Hausiibung
Aufgabe H1 (Matrizen)
(1424141 Punkte)
Es sei
3 3 4 1
2 11 1
A= 2 00 -2
3 3 4 1

a) Welchen Wert hat die Determinante von A?
b) Bestimme den Rang von A.

c¢) Bestimme die Dimension des Bildes von A, die des Kerns von A und einen von 0 verschiedenen
Vektor aus dem Kern von A.

d) Bestimmen, falls moglich, die Inverse von A.
Losung:

a) Da die erste und die vierte Zeile der 4 x 4 Matrix A identisch sind, kann ihr Rang hochstens
3 sein. Also gilt det A = 0.

b) Die 3 x 3 Untermatrix links unten hat eine von null verschiedene Determinante, also hat A
einen Rang von mindestens 3. Zusammen mit a) folgt, dass der Rang von A genau 3 ist.

c) Es gilt dim(Bild(A4)) = Rang(A) = 3, also dim(Kern(A4)) =4 — dim(Bild(A)) =4 -3 = 1.
Alternativ zur Rangbestimmung mit Hilfe von Determinanten kann man auch das Gauf3-
Verfahren verwenden. Dieses liefert:

33 4 110 9 3 3 4 110
2 11 110 H;gl 0 —1 —% 10
_ _ _s8 _8
2 00 =20 7T - 21 0 -2 3 310
33 4 110 3 0 0 0 010
3 3 4 1 1|0 33 4 1 1|0
[ =21 -3 Lo 035 —110
~ 2 10 ~
0 O s —5 10 0 02 —-101]0
0 0 0 0 |0 000 010
Fiir 4 = 1 liefert Riickwiértseinsetzen x3 = 5, zo = —8 und x1 = 1, also
1
Kern(A):< _58 >
1

d) Wegen a) ist A nicht invertierbar.

Aufgabe H2 (Matrizen)
(242 Punkte)
Die lineare Abbildung f : R* — R? sei durch die Abbildungsmatrix

10 2 3
A=1[4 1 4 5
21 0 -1
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gegeben.
Berechne eine Basis von Bild(f) und Kern(f).

Losung: Das Bild von f ist die lineare Hiille der Bilder einer Basis des R*. Verwendet man als
Basis die Standardbasis sind deren Bilder gerade die Spalten von A. Daher erhilt man eine Basis
vom Bild, wenn man A’ in Zeilenstufenform bringt:

1 4 2 1 4 2 1 4 2
ar_ |01 1 WA |oor 1| WP o1
2 4 0 0 -4 —4 00 0
35 —1 0 -7 -7 00 0
Folglich ist
1 0
41,11
2 1

eine Basis von Bild(f).
Der Kern von f ist der Losungsraum des homogenen Gleichungssystems Az = 0. Um dieses zu
16sen, bringt man zunédchst A in Zeilenstufenform:

1 0 2 3 r—ar, (1 0 2 3 1 0 2 3
A=[4 1 4 5" (01 -4 7| "5 01 -4 —7
21 0 -1 01 —4 -7 00 O 0
Damit lautet die Losungsmenge
—2a — 3b —2 -3
da+7b a,beR ) =<a 4 +b 7 a,beR
a 1 0
b 0 1
-2 -3
4 7
11’10
0 1

ist eine Basis des Kerns von f.

Aufgabe H3 (Determinanten)
(0.540.54+1.5+1.54+2 Punkte) Es seien beliebige quadratische Matrizen A und B gegeben.
Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(a) AA=1 = det(A) = £1.
(b)

(c) det(A) + det(B) = det(A + B).

(d) A3=0= A=0.

() AB3=0= (I-A)'=T+A+ A%

A ist nicht invertierbar = AB ist nicht invertierbar.

Loésung:

(a) Richtig!
Beh.: A? = I = det(A) = +1
Bew.: Nach Satz 11.1 e) gilt det(A?) = (det(A))? und nach a) gilt det(I) = 1. Also ist
1 = det(I) = det(A?) = (det(A))? und damit det(A) =
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(b) Richtig!
Beh.: A nicht invertierbar = AB nicht invertierbar
Bew.: Da A nicht invertierbar ist, gilt det(A) = 0. Also ist auch det(AB) = det(A)-det(B) =0
und damit AB nicht invertierbar.

(c¢) Falsch!
Wihle A= (11),B=(}9), dann gilt det(A) + det(B) = 0+ 1 = 1, aber:

21

det(A+B):’1 )

‘ =4-1=3
(d) Falsch!
Wihle A = (J}). Dann gilt A% = (39) und damit auch A% =0, aber A # 0.
(e) Richtig!
Beh.: A3=0= (I-A)'=TIT+A4+ A%
Bew.: Wir miissen zeigen
(i) I-A)T+A+ A =T
(i) [+ A+ AT - A) =1
zu (i) (- A)I+A+A2)=T+A+A2-A-A2-AB=]-A3=1-0=1.
zu (ii): ([+ A+ AT - A)=T+A+A2-A- A2 - A3 =1



