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Mathematik II fiir ETiT etc.

Musterlosung 12. Ubung
Priasenzaufgaben

G1 (Steilster Anstieg)
G2 (Satz von Taylor)

1.
fA,m) =1,
fo(z,y) = 2zsin(%) + 22y cos(Y) , f(1,m) =2,
fy(w,y) = % cos(F) . fy(a.y) =0,
fra(z,y) = 2sin( %) + 2zy cos(F) — %x2y2 sin(%) , fea(lL,m) =2 — iwz ,
foy(@.y) = fya(w,y) = 32° cos(F) — ja’ysin(F) Jay(Lm) = fya(1,7m) = =70,
fyy(@,y) = %$4 sin(5) fyy(im) = =% .

Als Taylorpolynom ergibt sich damit

Tsf(x,y) =1+2(x—-1)+

— 142 - )+ (- )@ - 1)’ — dn(e — Dy —7) - by —m)°.

2. Wegen 1 = 327 ¢" gilt mit ¢ = —(z +y)

o0

fla,y) => (=)@ +y)"

n=0

Wegen = +y € O(|| X||) gilt auch (z + y)™ € O(||X||"). Fiir die Funktion f ergibt sich somit f(x,y) =
L= (@ +y)+ (@ +1)* + O(|X|), also

Tif(z,y) =1-a—y+a®+2zy +y*.
3. Es gilt
cosz =1— 22" +0(2"), siny =y — O(y®), e’ =1+a+ 32>+ 0(2?).

Jede Funktion in O(x) liegt auch in O(||X]|) fiir (z,y) — 0. Analoges gilt fiir O(y) und O(||X||). Fiir die
Funktion f ergibt sich dann durch Einsetzen

flxy) = (1 - 222+ O0(|X|M) (y + O(IX|*) (1 + = + 22* + O(|| X|1*))
= (yo(IXI")) (1 + 2 + 32 + O(IX|*))
=y +yz+O(|X|).

Das Taylorpolyon ist somit T3 f(x,y) = y + yz.



G3 ((Extrema)
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H1l (Maxima)
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H2 (Methode von Langrange)
Auf de_r Nebenbedingung X —;_]Fl _—hl :_{].gi-ﬁ _U.-’—'-:

xf1 —xl} o Flx}. Extrema von [ unter g sind genau die Extrema von F. Nach Rechnung
ergibt sich: F hat Extremalstellen inx ==+ %vﬁ Dabeiistx; = % ein Maximum und x» = — %vﬁ
ein Minimum von F. Also ist der Maximalwert von f unter g gegeben durch Fix) = %«,ﬁ
und der Minimalwert F{x:} = — :*;«,fE Alternativ: Lagrange. V., (f— g} = (37 — 2hx. 2xy —
2hy, g} =(0,0.0}. Da unter der Nebenbedingung g = 0 sowohl positive als auch negative Funk-
tionswerte von [ vorkommen, gilt fiir Extremalstellen x = 0 und » # 0. Also folgt aus der
Lagrange-Bedingung: 2 = 2ix und x = A, also y* = 2x2. Ausserdem muss gelten x2 437 = 1.
Daraus folgt: x* = § undy* = 3. Daher f(y/ . % /3 =3+/3und f(— \/{.4,/3 = —3+/3. Weil
f auf der kompakten Menge x? 417 = 1 stetig ist, nimmt es dort sein Maximum und Minimum
an, also miissen dies die Extremwerte von [ unter g sein.

H3 (Extremwertbestimmung)



Die Funktion f ist stetig in (0,0):

lzyIn(z® 4+ ¢*)| < = (2* + y*)| In(2® + 3?)|.

DN | =

Da lim,_o 37%|In7%| = 0 (de 'Hospital) ist, ist auch

lim zyIn(z? + ¢?)| = 0.
(m,y)_}(o,m' yIn(z” +y7)|

Auflerdem erhalten wir %(0,0) =0 und 2—5(0, 0) = 0. Sei also (z,y) # (0,0). Dann ist

af 2x af 2y
%(l’,y) = y(x . m +1n(m2 +y2)) = O und 7(1'7y) = x(y . x2 +y2

2 2\\ __
B +In(z* + %)) = 0.

Wenn 2 = 0, dann ist yIny? = 0, also y = 0, weil der Punkt (0, £1) nicht im Inneren von A liegt. Sei also  # 0
und y # 0. Dann ist
222 2y 9

_ _ .2
PO SR also x° = y*.

4. Das bedeutet

Es folgt
2 1
sz +1In(22%) =0, also 2° = %
Also bekommen wir 4 Losungen
(1 1)(1 1)(LL)(LL)
wobei 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—, =) =f-—=——=)=—7— wd f(—=,-——=)=f(-—=,—/—=) = —.
e =1 ) = ™ ) = ) T
Erstere sind lokale Minima und letztere lokale Maxima.
Ausserdem ist f(0,0) = 0 und f(z,y(x ))) = 4m\/e4 — 22 fiir 2% + y? = . Hier suchen wir jetzt die Extrema
durch Differenzieren: M =4vet — 2%(e* —22)2. Durch Nullsetzen erhalten wir die Bestimmungs-
gleichung
4a? 4_ .2 2
4 647$27ﬁ:4(6 —z°)— 4z =0
et—ux
x = :I:\e[ Das ergibt 4 (I!!) Extremstellen g\f \e;) ( ) (— \%, 6722) und (— ET 77) Die entsprechenden
%) =

Funktionswerte lauten f(f \;) f(= f,f%) = 26 und f(T,—Tz) f(—<%
wir haben auf dem Rand zwei globale Maxima (:I:\e[ +5 e?) und zwei Mlnlma ( f,:lz\ef —2¢?)

gefunden.



G4 (Extremwertbestimmung)

V f = —2(cos z sin x cos? 1/, cos y sin 3y cos® x
Y, ysmy

Nullstellen aus 1. Komponente (z,y) € {(u,v) € R*: u ="

9

]R2:v:w, ne,}

Nullstellen aus 2. Komponente (z,y) € {(u,v) € R*: u = (2";1)”, n € Z,} und (z,y) €
{(u,v) e R?: v =2, neZ}

Daher sind alle Punkte in N;, := Ny U Ny U N3 := {(z,y) € R*: z = n7w, y = mnm, n,m €
ZYU{(z,y) € R?: x =200 n e 7} U{(a,y) € R?: y = ZHDT 5 € 7} kritische Stellen.
Die Hessematrix lautet:

n € Z,} und (z,y) € {(u,v) €

2 2

.2 2 2 2 : :
V2f = sin” x cos“y — cos“x cos“y  2cosx cosysinsiny
2cosx cosysinzsiny cos? x sin¥ — cos? x cos? y

Fir die kritischen Stellen Ny erhalten wir

vio=(3 )

Wir haben es daher mit Maxima zu tun: (((Qn;rl)w, (2m;1)7r), 1), n,m € Z.

Fiir die kritischen Stellen Ny U N3 erhalten wir

V2f(z) = (8 8)

Uns hilft die Hessematrix also nicht. Wir wissen aber, dafl f > 0 fiir alle (z,y) € R?. An den
Stellen (z,y) € Ny U Nj ist die Funktion stets f(x,y) = 0. Daher haben wir hier Minima.

H4 (Implizite Funktionen)
i) Es gilt :

cospsinf —rsingsind rcos¢cost

singsinf)  rcos¢sinf  rsin¢cosf
cos 6 0 —rsinf

0

0

Also Jp(1,0,%) = und det(J3(1,0,5) = 1 # 0. Daher ist Jp(1,0, %)

O = O
o O =

—1
invertierbar. Es gibt also eine offene Umgebung U von (1,0, §), sodafl ® auf U injektiv
also invertierbar ist. V := ®(U) ist eine offene Umgebung von ®(1,0,%) und ®~': V — U

ist stetig differenzierbar.
Var+y? + 22

11) Sei ([E, Y, Z)T S Rg genauer (CC?ya Z)T €V. Es gllt (Ta ¢7 Q)T = arctan%

arccos \/ﬁ
iii) In ®(1,0,%) = (0,1,0)" existieren die partiellen Ableitungen von ®~' aus ii). Anson-
sten sind sie in einer Umgebung von (0, 1,0)7 stetig. = ®~! ist in einer Umgebung von
$(1,0,%) = (0,1,0)" stetig differenzierbar.



