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Mathematik II für ETiT etc.

Musterlösung 12. Übung

Präsenzaufgaben

G1 (Steilster Anstieg)

G2 (Satz von Taylor)

1.

f(1, π) = 1 ,

fx(x, y) = 2x sin(xy
2 ) + 1

2x2y cos(xy
2 ) , fx(1, π) = 2 ,

fy(x, y) = x3

2 cos(xy
2 ) , fy(x, y) = 0 ,

fxx(x, y) = 2 sin(xy
2 ) + 2xy cos(xy

2 )− 1
4x2y2 sin(xy

2 ) , fxx(1, π) = 2− 1
4π2 ,

fxy(x, y) = fyx(x, y) = 3
2x2 cos(xy

2 )− 1
4x3y sin(xy

2 ) , fxy(1, π) = fyx(1, π) = − 1
4π ,

fyy(x, y) = − 1
4x4 sin(xy

2 ) , fyy(1, π) = − 1
4 .

Als Taylorpolynom ergibt sich damit

T3f(x, y) = 1 + 2(x− 1) +
2− 1

4π

2
(x− 1)2 + 2 ·

− 1
4π

2
(x− 1)(y − π) +

− 1
4

2
(y − π)2

= 1 + 2(x− 1) + (1− 1
8π2)(x− 1)2 − 1

4π(x− 1)(y − π)− 1
8 (y − π)2 .

2. Wegen 1
1−q =

∑∞
n=0 qn gilt mit q = −(x + y)

f(x, y) =
∞∑

n=0

(−1)n(x + y)n

Wegen x + y ∈ O(‖X‖) gilt auch (x + y)n ∈ O(‖X‖n). Für die Funktion f ergibt sich somit f(x, y) =
1− (x + y) + (x + y)2 + O(‖X‖3), also

T3f(x, y) = 1− x− y + x2 + 2xy + y2 .

3. Es gilt

cos x = 1− 1
2x2 + O(x4) , sin y = y −O(y3) , ex = 1 + x + 1

2x2 + O(x3) .

Jede Funktion in O(x) liegt auch in O(‖X‖) für (x, y) → 0. Analoges gilt für O(y) und O(‖X‖). Für die
Funktion f ergibt sich dann durch Einsetzen

f(x, y) =
(
1− 1

2x2 + O(‖X‖4)
)(

y + O(‖X‖3)
)(

1 + x + 1
2x2 + O(‖X‖3)

)
=

(
yO(‖X‖3)

)(
1 + z + 1

2z2 + O(‖X‖3)
)

= y + yz + O(‖X‖3) .

Das Taylorpolyon ist somit T3f(x, y) = y + yz.



G3 ((Extrema)



H1 (Maxima)

H2 (Methode von Langrange)

H3 (Extremwertbestimmung)



Die Funktion f ist stetig in (0, 0):

|xy ln(x2 + y2)| ≤ 1
2
(x2 + y2)| ln(x2 + y2)|.

Da limr→0
1
2r2| ln r2| = 0 (de l’Hospital) ist, ist auch

lim
(x,y)→(0,0)

|xy ln(x2 + y2)| = 0.

Außerdem erhalten wir ∂f
∂x (0, 0) = 0 und ∂f

∂y (0, 0) = 0. Sei also (x, y) 6= (0, 0). Dann ist

∂f

∂x
(x, y) = y(x · 2x

x2 + y2
+ ln(x2 + y2)) = 0 und

∂f

∂y
(x, y) = x(y · 2y

x2 + y2
+ ln(x2 + y2)) = 0.

Wenn x = 0, dann ist y ln y2 = 0, also y = 0, weil der Punkt (0,±1) nicht im Inneren von A liegt. Sei also x 6= 0
und y 6= 0. Dann ist

2x2

x2 + y2
=

2y2

x2 + y2
, also x2 = y2.

Es folgt
2x2

2x2
+ ln(2x2) = 0, also x2 =

1
2e

.

Also bekommen wir 4 Lösungen

(
1√
2e

,
1√
2e

), (
1√
2e

,− 1√
2e

), (− 1√
2e

,
1√
2e

), (− 1√
2e

,− 1√
2e

),

wobei
f(

1√
2e

,
1√
2e

) = f(− 1√
2e

,− 1√
2e

) = − 1
2e

und f(
1√
2e

,− 1√
2e

) = f(− 1√
2e

,
1√
2e

) =
1
2e

.

Erstere sind lokale Minima und letztere lokale Maxima.
Ausserdem ist f(0, 0) = 0 und f(x, y(x))) = 4x

√
e4 − x2 für x2 + y2 = e4. Hier suchen wir jetzt die Extrema

durch Differenzieren: d f(x,y(x)))
dx = 4

√
e4 − x2−4x2(e4−x2)

3
2 . Durch Nullsetzen erhalten wir die Bestimmungs-

gleichung

4
√

e4 − x2 − 4x2

√
e4 − x2

= 4(e4 − x2)− 4x2 = 0

x = ± e2
√

2
. Das ergibt 4 (!!!) Extremstellen ( e2

√
2
, e2
√

2
),( e2
√

2
,− e2
√

2
), (− e2

√
2
, e2
√

2
) und (− e2

√
2
,− e2
√

2
). Die entsprechenden

Funktionswerte lauten f( e2
√

2
, e2
√

2
) = f(− e2

√
2
,− e2
√

2
) = 2e4 und f( e2

√
2
,− e2
√

2
) = f(− e2

√
2
, e2
√

2
) = −2e4. Das bedeutet

wir haben auf dem Rand zwei globale Maxima (± e2
√

2
,± e2
√

2
, 2e4) und zwei Minima (∓ e2

√
2
,± e2
√

2
,−2e4)

gefunden.



G4 (Extremwertbestimmung)

∇f = −2(cosx sinx cos2 y, cos y sin y cos2 x)

Nullstellen aus 1. Komponente (x, y) ∈ {(u, v) ∈ R2 : u = nπ
2
, n ∈ Z, } und (x, y) ∈ {(u, v) ∈

R
2 : v = (2n+1)π

2
, n ∈ Z, }

Nullstellen aus 2. Komponente (x, y) ∈ {(u, v) ∈ R2 : u = (2n+1)π
2

, n ∈ Z, } und (x, y) ∈
{(u, v) ∈ R2 : v = nπ

2
, n ∈ Z}

Daher sind alle Punkte in Nk := N1 ∪ N2 ∪ N3 := {(x, y) ∈ R2 : x = nπ, y = mπ, n,m ∈
Z} ∪ {(x, y) ∈ R2 : x = (2n+1)π

2
, n ∈ Z} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y = (2n+1)π

2
, n ∈ Z} kritische Stellen.

Die Hessematrix lautet:

∇2f = 2

(
sin2 x cos2 y − cos2 x cos2 y 2 cosx cos y sinx sin y

2 cosx cos y sinx sin y cos2 x siny− cos2 x cos2 y

)
Für die kritischen Stellen N1 erhalten wir

∇2f(x) =

(
−2 0
0 −2

)
Wir haben es daher mit Maxima zu tun: (( (2n+1)π

2
, (2m+1)π

2
), 1), n,m ∈ Z.

Für die kritischen Stellen N2 ∪N3 erhalten wir

∇2f(x) =

(
0 0
0 0

)
Uns hilft die Hessematrix also nicht. Wir wissen aber, daß f ≥ 0 für alle (x, y) ∈ R2. An den
Stellen (x, y) ∈ N2 ∪N3 ist die Funktion stets f(x, y) = 0. Daher haben wir hier Minima.

H4 (Implizite Funktionen)

i) Es gilt :

JΦ(r, φ, θ) =

sinφ sin θ r cosφ sin θ r sinφ cos θ
cosφ sin θ −r sinφ sin θ r cosφ cos θ

cos θ 0 −r sin θ

 .

Also JΦ(1, 0, π
2
) =

0 1 0
1 0 0
0 0 −1

 und det(JΦ(1, 0, π
2
) = 1 6= 0. Daher ist JΦ(1, 0, π

2
)

invertierbar. Es gibt also eine offene Umgebung U von (1, 0, π
2
), sodaß Φ auf U injektiv

also invertierbar ist. V := Φ(U) ist eine offene Umgebung von Φ(1, 0, π
2
) und Φ−1 : V → U

ist stetig differenzierbar.

ii) Sei (x, y, z)T ∈ R3 genauer (x, y, z)T ∈ V . Es gilt (r, φ, θ)T =


√
x2 + y2 + z2

arctan x
y

arccos z√
x2+y2+z2

.

iii) In Φ(1, 0, π
2
) = (0, 1, 0)T existieren die partiellen Ableitungen von Φ−1 aus ii). Anson-

sten sind sie in einer Umgebung von (0, 1, 0)T stetig. ⇒ Φ−1 ist in einer Umgebung von
Φ(1, 0, π

2
) = (0, 1, 0)T stetig differenzierbar.
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