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Gruppeniibungen

Aufgabe G5.1

(a) Finde einen maximalen (s,t)-Fluss und einen minimalen (s, ¢)-Cut im folgenden Netz-
werk:

(b) Nun gibt es zusitzlich zu den Kantenkapazitdten auch noch Eckenkapazititen, d. h.
der Fluss durch die Ecken wird beschrénkt.

Finde wieder einen maximalen (s, t)-Fluss und einen minimalen (s, ¢)-Cut im folgenden
Netzwerk mit den angegebenen Eckenkapazitéten:

Hinweis: In einem Netzwerk mit Eckenkapazitéten ist ein (s,?)-Cut eine Menge C
von Kanten und Ecken, sodass jeder gerichtete Pfad von s nach ¢ ein Element aus C'
enthalt.

Aufgabe G5.2 Zeige folgendes hinreichendes Kriterium fiir totale Unimodularitét:

Eine Matrix A € {0, £1}™*™ ist total unimodular, falls



e hochstens zwei Eintrége in jeder Spalte ungleich 0 sind,
e die Zeilen in zwei disjunkte Mengen Iy, I aufgeteilt werden konnen, sodass:

— Hat eine Spalte zwei Eintrige mit gleichen Vorzeichen, so liegen die entsprechen-
den Zeilen in verschiedenen I;.

— Hat eine Spalte zwei Eintrige mit verschiedenen Vorzeichen, so liegen die ent-
sprechenden Zeilen in gleichen I;.

Folgere, dass die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix A eines gerichteten Graphen G = (V| E)
total unimodular ist.

Aufgabe G5.3 Sei G = (V, E) ein Graph und C ein ungerader Kreis in G. Betrachte das
lineare Programm
max{c'z |0 <z, v; +x; <1V{i,j} € E}

fiir ¢ = xV(©. Dabei ist V(C) die Eckenmenge von C' und x"© = (¢, ..., ¢y|) mit
{1, falls i € V(C)
C; ‘=

0, sonst

die charakteristische Funktion von V (C).
Zeige:
(a) z7 = 3 fiir alle Knoten i € V/(C), 2} = 0 fiir i ¢ V(C) 16st das lineare Programm.

7

(b) x* ist keine Konvexkombination von Inzidenzvektoren von stabilen Mengen in G.

Aufgabe G5.4 27 kleine Wiirfel sollen zu einem grofien (3 x 3 x 3)-Wiirfel (siche Abbil-
dung) zusammengesetzt werden. In dem groflen Wiirfel nennen wir drei kleine Wiirfel eine
Linie, falls sie parallel zu einer Kante des groflen Wiirfels aufgereiht liegen, eine Diagonale
parallel zu einer der Seitenflichen des groflen Wiirfels bilden, oder eine Raumdiagonale in
dem groflen Wiirfel bilden.

Hinweis: Es gibt hier insgesamt 49 Linien.

Wir suchen nun eine Anordnung von 13 kleinen weiflen und 14 kleinen schwarzen Wiirfeln
mit moglichst wenigen Linien, welche aus gleichfarbigen Wiirfeln bestehen.

Formuliere ein ganzzahliges Programm zur Losung dieses Problems.

Hausiibungen

Aufgabe H5.1 (6 Punkte)
Betrachte die beiden folgenden Verkniipfungen auf R U {400}

®© : (z,y) = min{z,y}
© : (vy) — x4y



(a) Zeige, dass (RU {+oo},®) und (R U {+o0}, ®) kommutative Halbgruppen mit Eins-
element (Monoide) sind, die auBerdem das Distributivgesetz erfiillen. Das Tupel (R U
{400}, ®,®) heit tropischer Halbring.

Fiir zwei Matrizen A = (a;;);; € (R U {+00})*™ und B € (RU {+00})™*" ist dann das
tropische Matrizenprodukt definert durch

(A ® B)Z] = (ail ® blj) D (CLZ‘Q ® bgj) D...P (aim ® bmg)
Entsprechend werden tropische Matrizpotenzen definiert durch

APl = A A®FL.— A A%

Weiter sei I' = ({1,...,n}, A) ein (gerichteter) Graph, in dem jeder Kante (i,j) € A ein
Gewicht w;; € Ry zugeordnet wird. Setze
Wiy, falls (Z,j) S A,
Ar = (ai;)ij € (Ry U{+00})™",  wobel a;; = < 0, falls ¢ = 7,
+00, sonst.
(b) Zeige, dass der Eintrag von AZ™! in Zeile i und Spalte j genau die Linge eines
kiirzesten Weges vom Knoten i zum Knoten j ist.
Hinweis: Die Léange eines Weges in ' ist die Summe der Gewichte seiner Kanten.

Aufgabe H5.2 (6 Punkte)
Gegeben sei folgendes Optimierungsproblem:

EQUALITY-KNAPSACK

Instanz: a;,w; E Ry miti=1,....,n (n € N), A € R,.
Frage: Finde z € N, so dass ) ., a;z; maximal ist und

(a) Berechne mithilfe von CPLEX ein Optimum fiir die Instanz I mit n = 5,
a = (213,—-1928, —11111,—-2345,9123), w = (12223,12224,36674,611,85569) und
A = 89643482.

(b) Betrachte nun das entsprechende relaxierte UNBOUNDED-KNAPSACK-Problem, d. h.
Yo wir; <A und z; € Ry fir alle ¢ = 1,...,n. Stelle fiir I das resultierende
KNAPSACK-Polytop mithilfe von polymake graphisch dar.

Hierbei kénnten die Funktionen/Methoden facet, projection_full, projection,
DUAL_GRAPH und VISUAL hilfreich sein.

(¢) Berechne mithilfe von polymake ein Optimum fiir das relaxierte Problem.
Hinweis: Eine Dokumentation von CPLEX findet man zum Beispiel im Verzeichnis /opt/
cplex/cplex121/doc/pdf/.

Die polymake-Funktionen/Methoden sind in der polymake-Dokumentation (http://wwwopt; .
mathematik.tu-darmstadt.de/polymake_doku/2.9.8) dokumentiert. Aulerdem konnte
das ILP-Tutorial (auf der Kurshomepage verlinkt) hilfreich sein.

Aufgabe H5.3 (6 Punkte)

Zeige: Fin Graph G = (V, E) ist genau dann bipartit, wenn er keine Kreise ungerader Lange
enthalt.
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