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9. Übung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 23 – Matrizen linearer Abbildungen:

1) Gibt es eine lineare Abbildung f : R2 → R2 mit

f(

(
2
0

)
) =

(
0
1

)
, f(

(
1
1

)
) =

(
5
2

)
, f(

(
1
2

)
) =

(
2
3

)
?

2) Betrachten wir in R3 den Vektor v =

6
0
3

 und die lineare Abbildung

f : R3 → R3, x 7→ v × x.

Bestimmen Sie bezüglich einer geeigneten Basis B, sodass die Abbildungsmatrix
MB,B

f möglichst einfach ist. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix bezüglich der
Standardasis.

Lösung:

1) Nein, eine solche lineare Abbildung existiert nicht. Denn

f(

(
1
1

)
) = f(

1

4

(
2
0

)
+

1

2

(
1
2

)
) =

1

4
f(

(
2
0

)
) +

1

2
f(

(
1
2

)
) =

(
1
7
4

)
6=
(

5
2

)
= f(

(
1
1

)
)

2)

v × x =

6
0
3


︸ ︷︷ ︸
:=b1

×

x1

x2

x3

 =

 −3x2

3x1 − 6x3

6x2

 = x1

0
3
0


︸ ︷︷ ︸
:=b2

+x2

−3
0
6


︸ ︷︷ ︸

:=b3

+x3

 0
−6
0



Wir whlen die Basis B := {b1, b2, b3}. Man kann festestellen, dass b1, b2, b3
paarweise orthogonal sind. Es folgt

b1 × (x1 · b1 + x2 · b2 + x3 · b3) = x2b1 × b2 + x3b1 × b3

und somit

MB,B
f =

0 0 0
0 0 −9
0 3 0

 .

Bezüglich der Standardbasis ist die Abbildungsmatrix gegeben durch

Mf =

0 −3 0
3 0 −6
0 6 0

 .
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Aufgabe 24 – Ajungierte Matrizen:

Sei A := (aij) eine n× n-Matrix über dem Körper K = C. Die zu A adjungierte Matrix
A∗ ist gegeben durch:

A∗ = A
t
= (aji)

Seien A,B ∈ Kn×n und r eine komplexe Zahl, zeigen Sie:

1) (A+B)∗ = A∗ +B∗

2) (rA)∗ = rA∗ und (AB)∗ = B∗A∗

3) (A∗)∗ = A

4) Falls A invertierbar ist, (A−1)
∗

= (A∗)−1

Lösung:

1) aji + bji = aji + bji.

2) (AB)∗ =
(
B · A

)t
= B

t · At
= B∗A∗

3) (A∗)∗ = (A
t
)
t

= A

4) Falls A invertierbar ist, I = I∗ = (AA−1)
∗

= (A−1)
∗ · A∗

Aufgabe 25 – Das Gaußsche Elinimationsverfahren:

Ist A ∈ Mn×m und λ ∈ K \ {0} gegeben, so betrachten wir die durch folgende Umfor-
mungen aus A entstandenen Matrizen:

1) Multiplikation der i-ten Zeile mit λ,

2) Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,

3) Addition der λ-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile,

4) Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.

Zeigen Sie, dass jede Umformung eine lineare Abbildung darstellt.
Lösung: Man kann direkt zeigen, dass die Umformung f : Mn×m →Mn×m jeweils in 1)
bis 4) linear ist.



Lineare Algebra f. Ph. SS 2010 Ü9–3

Hausaufgabe 15 – Basistransformation:

Im R3 seien die Basen

A =

 1
−1
2

 ,

2
3
7

 ,

2
3
6

 und B =

1
2
2

 ,

−1
3
3

 ,

−2
7
6


gegeben.

1) Berechnen Sie die Transformationsmatrix [ Id ]AB .

2) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors

v = 2 ·

 1
−1
2

+ 9 ·

2
3
7

− 8 ·

2
3
6


bezüglich der Basis B.

Lösung:

1) Wir betrachten die aus Basisvektoren bestehenden Matizen

A =

 1 2 2
−1 3 3
2 7 6

 , B =

1 −1 −2
2 3 7
2 3 6



Die Inverse B−1 =

 0.6 0 0.2
−0.4 −2 2.2

0 1 −1

 und somit ist die Transformationsmatrix

[ Id ]AB = B−1A =

−0.2 2.6 2.4
6.8 8.6 6.4
−3 −4 −3

.

2) Die Koordinaten des Vektors v bzgl. der Basis B

[ Id ]AB · v =

 3.8
39.8
−18


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Hausaufgabe 16 – Matrizen:

Seien die Abbildungen ϕ : R4 → R3 und ψ : R3 → R4 mit

ϕ :


ξ1
ξ2
ξ3
ξ4

 7→
 ξ2 + ξ3

ξ3
ξ1 + ξ3 + ξ4

 bzw. ψ :

ξ1ξ2
ξ3

 7→


ξ1
ξ3

ξ1 + ξ2 + ξ3
ξ1


gegeben. Bestimmen Sie die Matrizen [ϕ] bzw. [ψ] der Abbildungen bezüglich der Stan-
dardbasis und den Rang der Matrizen.
Lösung:

[ϕ] =

0 1 1 0
0 0 1 0
1 0 1 1



[ψ] =


1 0 0
0 0 1
1 1 1
1 0 0


Rang([ϕ]) = 3, Rang([ψ]) = 3


