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15. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 41 — Normale Abbildungen:
Sei V' ein C-Vektorraum. Fiir T': V' — V sind dquivalent:

a) T ist selbstadjungiert
b) T ist normal und o(7) C R
¢) (Tx,x) € R Va.

Beweisen Sie die Aquivalenzen.
Losung: a) = b)
Ist T selbstadjungiert und 7'(v) = Av mit v # 0, so folgt

Mov,v) = (M, v) = (F(v),v) = (v, F(v)) = (v, \v) = Xv, ),
also ist A = .

b) = ¢)

[T,y Hermeschesymmetsie () ) selbstadjungiert (v, T*v) = (T, 0)
¢) = a) Siehe separate Datei cnacha.pdf
Aufgabe 42 — Orthogonale Abbildungen:
Betrachten Sie C als R-Vektorraum. Fiir o € C sei F,,: C — C die Abbildung z — «z.
1) Zeigen Sie: F, ist eine R-lineare Abbildung.
2) Zeigen Sie, dass (w, z) = Re(wZz) ein Skalarprodukt auf C definiert.

3) Bestimmen Sie alle «, fiir die F, eine orthogonale Abbildung ist. Erklaren Sie Ihr
Ergebnis geometrisch.

4) Wie sieht die darstellende Matrix [Fa]gg aus?

Losung: Seien A € R, x,y,z € C
1) z.z. Fo(z+ A\y) = Fo(x) + AF,(y)

Fo(r 4+ My) = a(z + My) = ar + Ay = Fo(z) + AL (y)

2) Bs il {1,2) = Re(o) = Re(o)re(z) + Im(a)tm() = (o)) (foett) e

Wobei (., .)g2 das Standardskalarprodukt auf R? darstellt. Da wir hier C als Vek-
torraum iiber R betrachten, folgen die drei Eigenschaften des Skalarprodukts aus
dem Standardskalarprodukt auf R2.
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3) Essind alle o € C zu bestimmen fir die (F,(z), F,(y)) = (x,y) gilt

(Fa(z), Fuly)) = (az, ay) = Re(aray)
= Re(aaxy) = ||la|*Re(zy) = |al*(z,y)

D.h. es gilt (F,(z), F,(y)) = (x,y) genau dann wenn ||a| =1

Geometrische Erkldrung: In der komplexen Zahlenebene stellt die Abb. F,, eine
Drehstreckung dar. Da eine orthogonale Abb. die Norm (durch das Skalarprodukt
induzierte Norm) erhélt, darf F,, einen Vektor x weder strecken noch stauchen.
Dies ist nur fiir &« € C mit ||a|| = 1 der Fall.

1, Re(a) —Im(a
4) [Fa]glzg - (Im((oz)) Re(é‘))>

Aufgabe 43 — Hilbertraume:

Seil? = {z: N — C|>_7, |zi|* < oo} die Menge aller quadratisch summierbaren Folgen.
Wir schreiben im folgenden = = (z;)en = (21, 22, ... ).

a) Zeigen Sie: [ wird mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation zu
einem komplexen Vektorraum.

b) Zeigen Sie: durch
(x,y) = ZIiE wird eine Abbildung I* x I*> — C
i=1

definiert, die [ zu einem unitiren Raum macht.
c) Geben Sie eine Abbildung ¢ : ls — Iy an, die (-, -) erhilt, aber nicht bijektiv ist.

d) Sei U die Teilmenge von ls, deren Elemente nur endlich viele von Null verschiedene
Eintrdge haben, d.h.

U:={(z1,29,23,...) € lo|INy : x; = 0Vi > No}.

Zeigen Sie, dass U ein linearer Teilraum von V ist, fiir den (U+) # U gilt.

Loésung:

a) Da die Menge {(z;)ien : ¥; € C} zusammen mit der komponentenweisen Addition
und Skalarmultiplikation ein Vektorraum ist, reicht es zu zeigen, dass [ ein Unter-
vektorraum ist.

Seien (a;), (b;) € *,A € C

i. Wegen Y 22,0 < oo =0¢[?
ii. z.z. (a; + b;) € I?
Es gilt:

o Dreiecksungl. >

Dolatbl <Y ail + 2lalbi] + bl

i=1 =1
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Wegen 2|az\|b | < la;|* + |b;* (Bew.!) und absoluter Konvergenz der Reihen
Yoo ai und Y020 b7 gilt:

S ad? + 2l + 1) < 2 Z|azl2+2lb|

=1

<oo <oo
Es folgt: (a; + b;) € I
iii. z.z. (\a;) € I?

Z Aaj|? = WZ |a;)? < o0
\‘,_/

<o

Es folgt die Behauptung.

b) Seien x,y, 2 € [, A € C. Um den Unterraum zu einem unitiiren Raum zu erweitern,
muss die Abbildung die Eigenschaften des inneren Produktes erfiillen.

i. (x,z) > 0und ((z,z) = 0 & x = 0) folgt aus T;x; = |x;|* und den entspre-
chenden Eigenschaften des Betrags

. z.z (z,y) = W

= yTi=) yTi=y agi=(ry
i=1 i=1 =1

ii. z.z. (A +y,2) = Nz, 2) + (y, 2)
Sei v; := maz(|z;|, |z]) Wegen:

[e.e] [e.e] o0 [e.e]
Z |z:Zi| < Z yil* < Z |z:* + Z EAR
i=1 i=1 i=1 i=1

konvergiert die Reihe ) ., ;%; absolut. Daraus folgt

At +y,2) =Y Oy +yo)z “E Z ziZi+ Z yizi = M, 2) + (y, 2)
i=1 =1 1=1

c) Betrachte z.B. ¢((x1,x2,...)) = (0,21, 22,..). Sie erhilt offensichtlich das Skalar-
produkt, ist aber nicht surjektiv.

d) Seien (a;),(b;)) € U, X € C

i. z.z 0 € U - scharfes hinschauen
Seien a,,, b, die letzten Elemente ungleich 0 und oBdA n < m. Dann ist fiir
(a; + b;) mit Ny := n das geforderte Ny gegeben.
iii. z.z (A\a;) € U
(Aa;) hat offensichtlich genau so viele Elemente ungleich 0 wie (a;) fur A # 0,
und kein einziges ungleich 0 fiir A =0

Die einzige Folge x € [? fiir die (z,y) = OVy € U gilt, ist offensichtlich die Nullfolge,
d.h U+ = {(0,0,...)}. Weiter gilt fiir jede Folge x € I? : {x,0) = 0. Daraus folgt
(TTANL — 712 Vo hanwr die Faloe (1/90Y. 0 = 12 13 11mendl ielan <ran () verach



