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13. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 35 — Minitest:

In dieser Aufgabe sei A € R™™" mit n € N.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig? Begriinden Sie Thre Antwort.

1) Sei A € R™™ invertierbar. Ist A ein Eigenwert von A zu Eigenvektor v, so ist %
Eigenwert von A~! zum Eigenvektor v.

2) Es gibt keine lineare Abbildung, die den Eigenwert A = 0 hat.
3) Es gibt eine lineare Abbildung, die 0 als Eigenvektor hat.

4) Sei f: R" — R" eine lineare Abbildung. Ist Kern(f) # {0}, so hat f den Eigenwert
A=0.

5) Besitzen zwei Polynome eine gemeinsame Nullstelle, so sind sie linare Abhéngig.

6) A kann nicht mehr als n verschiedene Eigenwerte haben.

Losung:
1) Richtig.

2) Falsch.

3) Falsch.

5

)
)
)

4) Richtig.
) Falsch.
)

6) Richtig.

Aufgabe 36 — LU-Zerlegung:

1 2 4 2
SeiA=|2 3 8 |undb= |1] gegeben
-1 -3 -1 1

a) Losen Sie die Gleichung A - x = b durch LU-Zerlegung.

b) Losen Sie die Gleichung A - x = b durch Cramersche Regel.

Losung:
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a) Die erste Zeile wird mit —2 multipliziert zur zweiten und mit 1 multipliziert zur
dritten addiert. Die zweite Zeile wird mit —1 multipliziert zur dritten addiert.
Somit ergibt die LU-Zerlegung:

1 2 4 1 00 1 2 4
2 3 8]=(2 10 0 -1 0
-1 -3 -1 -1 11 0 0 3
—12
Die Stsung ist © = 3
2

b) Cramersche Regel.

Aufgabe 37 — Eigenwerte und Eigenfunktionen:

a) Sei V der zweidimensionale Vektorraum iiber C, der von den beiden Funktionen
fi(z) := e*cos(x) und fo(x) := e®sin(x) aufgespannt wird. Zeigen Sie, dass die
Ableitung D eine lineare Abbildung von V nach V ist. Stellen Sie die Matrix von
D beziiglich der Basis (f1, f2) auf und berechnen Sie die Eigenwerte von D. Geben
Sie die Eigenvektoren (Eigenfunktionen) von D an!

b) Betrachten Sie den linearen Raum U := Lin{f,(z) = ¢™* : n € Z} als Vektorraum
iiber C. Zeigen Sie, dass die Ableitung D eine lineare Abbildung von U nach U ist.
Stellen Sie die Matrix von D beziiglich der Basis (f,)nez auf und berechnen Sie
die Eigenwerte von D. Geben Sie die Eigenvektoren von D an! Warum ist "klar”,
dass (fn)nez eine Basis, d.h. hier, die f,, linear unabhéngig sind?

c) Sei C*(R) der Vektorraum aller komplexwertigen unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f : R — C, und sei D : C*°(R) — C*°(R) der Ableitungsoperator.
Berechnen Sie das Spektrum o(D) (d.h. die Menge aller Eigenwerte von D).

Loésung:

a) Aus der Eigenschaft der Differentiation (Analysis II) folgt, dass D linear ist. Es ist
noch zu iiberpriifen, ob D(\fi + pufs) € V.

D(f1) = D(e"cosz) = e cosx — e sinx

D(f2) = D(e®sinx) = e*sinz + €” cosx
Also erhalten wir

D(f1) = fi— [
D(f2) = fr+ fo

11
o= (40)

Um die Eigenwerte bzw. die Eigenvektoren zu bestimmen berechnen wir die Null-
stellen des charakteristischen Polvnoms

Daraus folgt
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Daraus folgt A1 = 1 %+ i. Die Eigenvektoren sind v; = <_12> = —if1 + fo und

() (i) =1f1+ fo

b) Die Linearitidt von D folgt wiederum aus der elementaren Eigenschaften der Diffe-
rentiation. Es ist noch zu zeigen

DfeU, VfeU

Sei f(x) = > 7, A\je™®. Daraus folgt

n

Df(x) = Zi)\jnjemjx el

j=1

Wegen Df, = ine™ = inf, ist f, EV zu dem EW in. Beachte, hier folgt insbe-
sondere, dass die (f,,) linear unabhéngig sind. Da EV fiir verschiedene EW linear
unabhéngig sind.

Die Abbildungsmatrix ist

21
l
0
—1
—27
und o(D) = iZ.
¢) Wir betrachten f(X) = e“, ¢ € C. Es gilt
Df(x) = ce®

und somit o(D) = C.



Lineare Algebra f. Ph. SS 2010 U134

Hausaufgabe 23 — Eigenwerte:

Sei V' ein Vektorraum mit Orthonormalbasis v, w. Seien

A= () emree
b a ’

a) Zeigen Sie, die folgenden Vektoren eine Orthonormalbasis von V' bilden

1 1
u = —W+w), uy=

V2

b) Sei f: V — V eine lineare Abbildung, die bzgl. der Basis v, w die Matrix A hat.
Zeigen Sie, dass uq, up aus a) Eigenvektoren von f zu den Eigenwerten a + b bzw.

(v —w)

a — b sind.
Loésung:
®) 1 1 1
<u1vu1> = <—2(U +w)7 _Q(U +w)> = §<U’U> + _<w7w> + <an> L,
1 1 1
(uz, uz) = (= (v —w), T(U —w)) = 5{v,v) + S(w,w) = (v, w) =1,
1 1 1
(u1, uz) = (7(” + w), E(U —w)) = 5{v,v) = F(w,w) =0
b) Sei f(7) = Z5(av + bw), (%) = \%(bv + aw). Dann ist f(\/ii(v + w)) =

Hausaufgabe 24 — Eigenwerte:

Wir betrachten C? ausgestatted mit dem kanonischen Skalarprodukt. Gegeben seien

n=(1). = (3) 4= V)

a) Zeigen Sie, dass vy, v9 eine Orthonormalbasis von C? bilden.

b) Zeigen Sie, dass vy, vy Eigenvektoren von A sind und geben Sie die zugehorigen
Eigenwerte an.

Losung:
a) Man benutzt das hermitesche Skalarprodukt.
ai —b
b) Av = bi+a
gesuchten EW.

= (a+bi)-vy und Avy = (a — bi) - v9. Somit sind Ay o = a £ bi die



