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10. Ubung zu Lineare Algebra f. Ph.

Aufgabe 26 — Elementarumformungen:

Welche der folgenden Matrizen sind durch Zeilen- oder Spaltenumformungen auseinander
hervorgegangen? Verwenden Sie, daf§ Rang eine Invariante unter Elementarumformun-

gen ist.
1 01 1 0« 1 11 1 11 100
i) 010 ii) ™ 19 iii) 1 m 1 111 010
1 11 0 0 3 1 11 1 11 0 0 1
0 m 0 m 0 1 011 1 11
vi) 0 = O vii) 1 10 viii) 3 00 ix) 1 10
0 = 0 1 10 1 11 01 1
Losung: Die Matrizen ii), v), ix) haben Rang 3. Die Matrizen 1), iii), vii), viii) haben

den Rang 2 und die Matrizen iv), vi) haben den Rang 1. Da der Rang einer Matrix unter
Elementarumformungen erhalten bleibt, l&8en sich Matrizen mit gleichem Rang durch
Elementarumformungen ineinander iiberfiihren.

Aufgabe 27 — Zeilenumformungen:

Gegeben sei eine Matrix A € R3*3. Wir berechnen daraus eine neue Matrix B € R3*3,
indem wir auf A die Zeilenumformung Z5 ~~ Z5 + 277 und dann auf die so entstandene
Matrix die Zeilenumformung Z5 ~~ Z3 — Z; + 3Z, anwenden. Schreiben Sie nun B als
das Produkt zweier Matrizen, von denen eine gleich A ist.

Losung: Aus Z; ~ Zy + 277 folgt

100
Ey=1210
000
Aus Zg ~ Zg - Zl + 322 fOlgt
1 00
E;=10 10
-1 3 1

Wir erhalten B = Fy - F; - A und somit

EQ'Elz

ot O =
w = O
o O O
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Aufgabe 28 — Inverse Matrix:

Bestimme mit dem aus der Vorlesung erlernten Verfahren die Inversen folgender Matri-
zen:

1 1
a) (2_1) b)
Loésung:
1 1|1 0\z4z (3 0|1 1\32 (1 0|5 5\22-2 (10
2 —1|0 1 2 —1{0 1 2 —1|0 1 01

Bei der zweiten Matrix fithren wir die Umformungen Z; — Z3, Zs — Z; und Z3 — Z, und
erhalten die Inverse:

O = =
—_ = =
[ s R

L=

O DO | =
Lol

Hausaufgabe 17 — Elementarumformungen:

Bestimmen Sie den Rang folgender Matrizen iiber R
1

B[4

7

1 3 1 ¢ 1
5 6|, i) (01 ¢t],teRr
8 9 t 10

Loésung:

i) Durch elementare Umformungen gelangen wir zu Zeilenstufenform

11 3 11 3
4 5 6]l~|(010
789 0 01
1 01
ii) Fir¢t=0haben wir [0 1 0| = Rang =2
010
t 1
Fiir t # 0 erhalten wir die Zeilenstufenform 1 t
0 ¢*—2t

+v2 1
1 +V2| = Rang=2
0 0

Daher fiir t = ++/2 ist die Zeilenstufenform

OO = OO

und fiir ¢ # 0 und #? # 2 Rang = 3

Hausaufgabe 18 — Rang-1-Operatoren:

Sei A € K™ ™. Zeigen Sie, daB rangA = 1 genau dann, wenn Vektoren x € K™ \ {0},
y e K\ {0} mit A =y - x* existieren.
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Bemerkung: z* ist die Adjungierte von x und - die Matrixmultiplikation. Die Matrix A
bezeichnet man auch als Rang-1-Operator. Diese Operatoren werden euch spétestens in
der Quantenmechanik wieder begegnen. Dort werden sie in der Dirac Notation als |y) (x|
geschrieben.

Losung: —

ay;
A € K™™ mit Rang A = 1. Wir wéhlen eine Spalte von A, a; = | : |. Da RangA =
Gnj
1 ist, sind alle anderen Spalten Vielfache von von a.;. Wir schreiben diese Vielfache
A
vektoriell A= | ¢ | mit \; = 1.
Am
Wir wéhlen y = a.; und x = . Es folgt
A=y 2
p—
T
Esseinun A=y-2' mit x = | : |. Dann ist
T

A:(xl-y,...,xm~y)

d.h. alle Spalten von A sind Vielfache von y und somit Rang A = 1.

Wir wihlen z =y = <} }) und es ist A =y - 2’



