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Vorwort

Dieses Skript iiber Algorithmische Diskrete Mathematik ensteht im Verlauf der gleichnamigen
Veranstaltung von PD Dr. Ulf Lorenz an der Technischen Universitdt Darmstadt im Sommer-
semester 2010 mit tatkraftiger Unterstiitzung der Studenten. Obwohl bereits viele teils gute
Skripte zu diesem Themengebiet existieren, haben wir uns entschieden den Stoff noch einmal
aufzubereiten und eigene Schwerpunkte zu setzen. Wir hoffen, dass die Anlehnung an den Folien-
satz der Veranstaltung die Studenten bei der Vorlesungsnachbereitung und Klausurvorbereitung
unterstiitzt.

Die aktuelle Version des Skriptes konnen Sie von der zugehorigen Veranstaltungsseite (siehe
http://www3.mathematik.tu-darmstadt.de/hp/optimization/lorenz-ulf/) herunterladen.
Sollten Sie Fehler finden oder Verbesserungsvorschlége haben, teilen Sie uns diese bitte per
E-Mail (lorenz@mathematik.tu-darmstadt.de) mit.

Als weiterfithrende Literatur kann eine Vielzahl von Biichern iiber diskrete Mathematik oder
Algorithmen herangezogen werden. Beispielhaft seien das schlanke deutsche Lehrbuch Diskrete
Mathematik [1] oder das grofere englische Werk Introduction to algorithms [2] genannt, die
sich inhaltlich gut als Vorlesungsergénzung eignen.

Literaturverzeichnis

[1] M. Aigner, Diskrete Mathematik, Vieweg+Teubner Verlag, 2006
[2] T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, Introduction to algorithms, The MIT press, 2001

[3] S. Grothklags, U. Lorenz, B. Monien, From State-of-the-Art Static Fleet Assignment to Flexible
Stochastic Planning of the Future, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009




Kapitel 1

Einfithrung

Die diskrete Mathematik als Teilgebiet der Mathematik befasst sich vorwiegend mit mathemati-
schen Operationen iiber endlichen oder zumindest abzdhlbar unendlichen Mengen. Im Gegensatz
zu anderen Gebieten wie der Analysis, die sich mit kontinuierlichen Funktionen oder Kurven iiber
nicht abzdhlbaren, unendlichen Mengen beschiéftigt, besitzen die in der diskreten Mathematik
behandelten Objekte fiir gewohnlich keine Stetigkeitseigenschaften. Was kann man mit endlichen
Mengen anfangen? Man kann sie zumindest mal abzdhlen. Oft ist auch eine einfache Struktur in
Form von Relationen auf diesen endlichen Mengen gegeben. Auf diese Weise entstehen z.B. die
so genannten Graphen, die auch in diesem Skript eine tragende Rolle spielen.

An der TU Darmstadt ist die Algorithmische Diskrete Mathematik zudem eine Vorlduferveranstal-
tung zur Vertiefung in der Optimierung. Was in grauer Vorzeit als Kombinatorik begann und vor
ca. 50 Jahren in die diskrete Mathematik miindete, war der Gedanke, dass es manchmal nicht
geniigt zu einem kombinatorischen Problem eine theoretische Losung zu finden, sondern dass es
auch wichtig ist, konstruktive und schnelle Algorithmen zur Verfiigung zu haben, die die Losung
liefern.

Die einfache Verstddlichkeit von Problemstellungen und Losungsansétzen, sowie die Entwicklung
moderner Computer haben dazu beigetragen, dass die diskrete Mathematik sehr erfolgreich
Einzug in viele Anwendungsfelder gefunden hat. Beispiele sind die Suche eines Navigations-
systems nach einer guten Verbindung (Abbildung 1.1), die optimale Routenplanung in einem
Gasnetzwerk oder der kosteneffiziente Betrieb eines Flugverkehrsnetzes. Auch wenn die Problem-
stellungen einfach erscheinen, stellt das Auffinden von geeigneten Losungsverfahren eine sehr
anspruchsvolle Aufgabe dar.

Ein so genannter Graph ist eine abstrakte Darstellung einer Menge von Objekten, die paarweise
verbunden sein konnen. Wir werden die Begrifflichkeiten spéter natiirlich noch formal festziehen.
Das Beispiel zeigt eine Straf3enkarte , die fiir einen Computer nur schwer zu analysieren ist,
da sie zunichst interpretiert werden muss. Ein Mensch schaut drauf und es ist ihm schnell
klar, wo sein Startpunkt, und sein Ziel ist, und wie er sich einen Weg vom Start zum Ziel
suchen kann. Ein Computer kann das zunéchst nicht. Er ,sieht“ nur farbige Punkte. Um es auch
einem Computer zu ermoglichen, uns die schnellsten Wege von einem gegebenen Startpunkt
zu einem ebenfalls vorgegebenen Ziel zu berechnen, ist es nétig die Karte zu abstrahieren
und die relevanten Informationen dieser Karte, namlich der Zusammenhang von Strafen und
Kreuzungen, herauszufiltern. Man sieht nun ein paar dicke Punkte, die die Kreuzungen darstellen,
sowie Linien, die Straflenziige zwischen Kreuzungen reprisentieren. Bezeichnen wir nun die
Kreuzungen als Knoten und die Stralenziige als Kanten und vergessen wir, dass Straen und
Kreuzungen grau sind, asphaltiert sind u.s.w., haben wir es nur noch mit einem mathematischen,
sehr einfachen Gebilde zu tun, dem Graphen. Einem Computer beizubringen, wie er kiirzeste
Wege fiir uns in einem Graphen findet, das werden wir ihm im Verlauf der Vorlesung noch
beibringen.
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Abbildung 1.1: Bilderfolge zur Erstellung eines Graphen aus einer StraBenkarte.

Dieses einfiihrende Kapitel ist in zwei Abschnitte gegliedert. Im ersten Teil wird ein Optimierungs-
problem aus der Industrie prasentiert. Es soll in erster Linie als Einblick in dieses Themengebiet
dienen. Die mathematischen Methoden werden dabei nur angeschnitten und kénnen in den
Vorlesungen Optimierung 1 bis 3 vertieft werden. Im zweiten Teil werden erste Algorithmen am
Beispiel eines einfachen diskreten Problems vorgestellt, fiir das nur grundlegende Analysiskennt-
nisse erforderlich sind.

1.1 Anwendungsbeispiel: Optimierung in der Flugindustrie

Die Flugindustrie ist ein Wirtschaftszweig, fiir den mathematische Methoden der diskreten Mathe-
matik und insbesondere der Optimierung unerldsslich geworden sind. Die Planung von interna-
tional operierenden Unternehmen kann nicht mehr allein durch Erfahrung und Expertenwissen
gemeistert werden, da schon die Problembeschreibungen zu gro3 werden um fiir Menschen
vollstandig erfassbar zu sein. Aspekte wie die Flugplanung, Marktanalyse, Personalverwaltung
sowie Netzwerkdesign und -kontrolle werden heutzutage modelliert und computergestiitzt aus-
gewertet. Im folgenden wird ein Flottenzuweisungsproblem vorgestellt, wie es dhnlich auch
wirklich verwendet wird. Dieses Teilkapitel soll zum einen dazu dienen, zu zeigen wie wichtig
Geschwindigkeit bei Berechnungen ist und wie man sie bekommt. Zum anderen ist das Beispiel
sehr detailliert dargestellt, um auch dem ungeiibten Leser einfach mal einen visuellen Eindruck
zu geben, wie ein an die Realitit angelehntes mathematisches Optimierungsmodell am Ende
aussieht. Es wird nicht erwartet, dass die Formalien verstanden werden, denn dies ist hier gar
nicht notig. Es reicht, den Flietext zu lesen.
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Das Problem der Flottenzuweisung [3] ist, bei gegebenem Flugplan fiir die verfligbaren Flugzeuge
zu entscheiden, welcher Flugzeugtyp welcher Flugstrecke zugeteilt wird. Ziel ist aus Sicht der
Fluggesellschaft die Gewinnmaximierung. Dabei miissen verschiedene notwendige Bedingun-
gen eingehalten werden. Beispielsweise ist die Anzahl der Flugzeuge beschrankt, sie haben
eine bestimmte Passagierkapazitdt und einen unterschiedlichen Treibstoffverbrauch. Um mit
Computerunterstiitzung den Firmengewinn zu maximieren, ist es in vielen Fillen unbedingt
erforderlich, auch die schnellsten und besten Algorithmen bei den Berechnungen einzusetzen.
Das liegt zum einen daran, dass schnellere Verfahren eine grof3ere Detailgenauigkeit bei der
Prozessoptimierung zulassen, zum anderen aber auch daran, dass sich die verschiedenen Firmen
in Konkurrenz zueinander befinden. Wenn eine Planung bzw. eine ad-hoc-Umplanung nach einer
Storung zu lange dauert, kann das dazu fiihren, dass sich potentielle Kunden an Konkurrenten
wenden.

Fiir die mittelfristige Planung wird typischerweise ein zyklischer Zeitabschnitt (z.B. eine Woche)
betrachtet und durch ein sogenanntes Time-Space-Netzwerk (Abbildung 1.2) modelliert. Die
Abbildung zeigt drei verschiedene Flughédfen (AAA, BBB und CCC), auf denen verschiedene
Ereignisse im Laufe der Zeit stattfinden. Die Zeit vergeht in der Graphik von links nach rechts.
Ein Pfeil, der Knoten verschiedener Zeitleisten verbindet, ist dann die Darstellung eines Fluges
(auf einer vorgesehenen Flugstrecke) und ein Pfeil zwischen zwei Knoten derselben Zeitleiste
représentiert eine so genannte Bodenkante. In dieser Zeit befindet sich ein Flugzeug am Boden.
Die erste Modellierung, die wir zur Beschreibung unseres Problems heranziehen ist also wiederum
ein Graph, dessen Knoten die Abreise- und Ankunftsereignisse und dessen Kanten die Fliige
reprasentieren. Man spricht in diesem Fall von einem gerichteten Graphen, da fiir jede Kante der
Startpunkt vom Endpunkt unterschieden wird.

Die mathematische Optimierung nutzt solche Graphmodelle gerne als Grundmodelle und Aus-
gangspunkt fiir mathematische Optimierungsmodelle. Um ein mathematisches Optimierungs-
problem zu formulieren, werden im néchsten Schritt Parameter des Modells bestimmt, sowie
Bedingungen, die das Modell einhalten muss, so genannte Nebenbedingungen, dazu eine Ziel-
funktion, die uns hilft gute von schlechten Losungen zu unterscheiden und eine Menge von
Variablen, in denen wir am Ende der Berechnungen unsere Losung ablesen konnen.

AAA
- flight arc -~ ﬂight. évent
(leg) o
BBB * *
ccc
ground arc
Abbildung 1.2: Diagramm eines Raumzeit-Netzwerks. [3]
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Die Eingabedaten/Parameter des Problems sollen wie folgt bezeichnet werden:

F Menge der verfiigbaren Flotten

Ny Anzahl der verfiigbaren Flugzeuge in Flotte f € &

< Menge der Flugstrecken (Flugplan)

F Menge der Flotten, die auf Flugstrecke | € ¥, ¥, € & eingesetzt werden konnen
s{ie" Abgangs-Flughafen von Flugstrecke | € &

s Ankunfts-Flughafen von Flugstrecke [ € &

ti;p Abflug-Zeitpunkt fiir Flugstrecke [ € ¢, wenn dort Flotte f € &, eingesetzt wird
tﬁ}r Lande-Zeitpunkt fiir Flugstrecke | € £, wenn dort Flotte f € &, eingesetzt wird
Dif Profit von Flugstrecke | € £, wenn dort Flotte f € &, eingesetzt wird

r

g(k,l,f) Minimale Bodenzeit am Flughafen s}"", wenn ein Flugzeug der Flotte f

zwischen den Flugstrecken k und [ kurz Halt macht; dann gilt s;"" = s;ieP

Um das Verbindungs-Netzwerk zu modellieren, definiert man die Mengen der zuldssigen
Anschluss-Flugstrecken C; ; (bzw. Vorgénger-Flugstrecken C, 1) fiir ein Flugzeug der Flotte
f € Z, das die Flugstrecke [ € ¢ hinter sich (bzw. vor sich) hat

clf_{ke.,sﬂfeyk, o= 4P e 4 g (1, kf)<rdep}u{*}
{keﬂfeyk, @ = 5P 0+ g (k, f)<tdep}u{>x<}

Aus dem Modell wird ein sogenanntes gemischt-ganzzahliges lineares Programm erstellt. Ziel ist
es, Entscheidungsvariablen (die diskrete oder kontinuierliche Werte annehmen diirfen) so zu
bestimmen, dass eine Kostenfunktion (allgemein Zielfunktion) unter Einhaltung verschiedener
Nebenbedingungen (,,subject to“) ein Extremum (,,maximize*) annimmt. Ein Programm fiir das
Flottenzuweisungsproblem kann beispielsweise so aussehen:

maximize Z Z Dk,f Z Xk,Lf

ke¥ feZ leCy p

subject to Z Z X = 1 Vke ¥

feﬂkleck,f
Z Xi,lf — Z Ximg = O Vie¥,f €
keclfl mECl’f
ZX*,ZJ < Nf erﬁ'
lex

Xeip € 10,1} Vke 2,f € i, 1 €Cy

Ein solches Programm kann als der (stark) verallgemeinerte Fall der Suche nach der Extremstelle
einer Kostenfunktion verstanden werden, wie man es in der elften Klasse lernt.
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Um das Time-Space-Netzwerk zu modellieren, wird folgende Notation vereinbart:

v Menge aller Flugereignisse

vfjfp = (ti;}’ ,sldep , f); Flugereignis, das dem Abflug von Flugstrecke [
entspricht, wenn dort Flotte f eingesetzt wird
vl‘f}r = (t{‘)}’,sf”, f); Flugereignis, das der Landung von Flugstrecke [

entspricht, wenn dort Flotte f eingesetzt wird

vt Nachfolgendes Flugereignis v € ¥ am gleichen Flughafen und
von der gleichen Flotte; * falls v das letzte Flugereignis ist
v~ Vorangehendes Flugereignis v € ¥ am gleichen Flughafen und

von der gleichen Flotte; * falls v das letzte Flugereignis ist
“Vf* Menge der Flugereignisse von Flotte f die kein Vorgédnger-Flugereignis haben

Ein Programm zur Optimierung der Flottenzuweisung auf dem Raumzeit-Netzwerk ist dann:

maximize Z Z PrLfYif

le¥ fez

subject to Z Yy =1 Vie¥
fea

Z Yif — Z Yif +Zu’,v —Zyt = 0 Vvey
uﬁ}r:v Uﬁ;P:U
iz, < N Vfeg
VE'V;
yl,f S {0,1} Vi Gg,f 69‘1
Zyt = 0 Yvev
Zoy, = 0 Yvev*

Die Zielfunktionskoeffizienten c;; beschreiben die Kosten des Fluges i mit Flotte f und die Ziel-
funktion damit die Gesamtkosten. Man kann hier sehr schén das Wesen einer Nebenbedingung
sehen: Die erste Nebenbedingung fordert, dass jeder Flug von genau einer Flotte {ibernommen
wird. Die zweite Restriktion beschreibt die Flusserhaltung in jedem Knoten: es miissen genauso-
viele Flugzeuge den Flughafen verlassen, wie dort ankommen. Die dritte Bedingung fordert, dass
Anschlussfliige von der gleichen Flotte iibernommen werden. Die vierte Bedingung sichert, dass
hochstens soviele Flugzeuge eines Typs unterwegs sind, wie auch existieren.

Ein mathematisches Gebilde, wie wir es hier dargestellt haben, nennt man auch ein mathe-
matisches Programm. Die GrofRe eines Programms wird durch die Anzahl der Variablen und
Nebenbedingungen charakterisiert. Eine realistische Instanz des vorgestellten Modells hat bei-
spielsweise |Fliige|- |Flotten| ~ 230000 Variablen und 2-|Fliige|- |Flotten| ~ 500000 Restriktionen.
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Heutzutage dominieren mathematische Methoden auch die Losungsfindung, aber wegen der
GroBe konnte dieses Problem noch vor wenigen Jahren nicht exakt gelést werden. Daher
kamen Néherungsverfahren zum Einsatz. Sie basieren zum Beispiel auf so gennanter lokaler
Suche. Dabei wird eine gegebene zuldssige Losung des Problems durch leichte Abdnderung
schrittweise verbessert, bis ein (moglicherweise nur lokales) Optimum erreicht ist. Man nimmt
also bewusst in Kauf, die beste Losung nicht zu finden, um den Rechenaufwand in Grenzen zu
halten. Bei heuristischen Ansdtzen wei3 man im voraus oft nicht einmal, ob iiberhaupt eine
zufriedenstellende Losung gefunden werden kann. In der Praxis erweisen sie sich allerdings oft
als erstaunlich erfolgreich.

Ein Beispiel fiir ein heuristisches Optimierungsverfahren ist das Simulated Annealing:

Generiere initiale Losung
Wahrscheinlichkeit P = P
do
do
Generiere eine lokal benachbarte Lésung
Akzeptiere eine Verschlechterung mit Wahrscheinlichkeit P
until Abbruchkriterium
P = Update(P)
until Frozen

Obwohl die Herangehensweise vollig verschieden ist, zeigen exakte Verfahren und Heuristiken
fiir verschiedene Problemgrof3en vergleichbar gute Ergebnisse (Abbildung 1.3). Wahrend die
Losungsqualitét eines exakten Verfahrens nicht zu iiberbieten ist, findet man mit Heuristiken
manchmal beinahe so gute Ergebnisse in erheblich kiirzerer Zeit.

Da die Leistung von Computern (obwohl sie in den letzten Jahrzehnten enorm zugenommen
hat) beschrénkt ist, muss man andere Wege finden um Berechnungen zu beschleunigen. Ein sehr
intuitiver Zugang ist die Parallelisierung von Algorithmen, d.h. die gleichzeitige Bearbeitung von
Teilproblemen auf mehreren Prozessoren oder Computern.

Bei genauerer Betrachtung ergeben sich jedoch einige Probleme. Viele algorithmische Ansétze
sind prinzipiell nicht parallelisierbar, im einfachsten Fall weil Zwischenergebnisse in die weitere
Berechnung eingehen. Auch wenn ein Algorithmus prinzipiell in kleinere Héppchen zerteilt wer-
den kann, die parallel verarbeitet werden kénnen, kann die Implementierung sehr kompliziert
sein. Beispielsweise muss man sich {iber eine gute Zerlegung des Problems und iiber die Syn-
chronisation der Prozesse Gedanken machen. Unter Umstédnden kann ein paralleler Algorithmus
auch schlecht skalieren, d.h. eine Verdopplung der Hardware kann statt einer 50-prozentigen
Senkung der Laufzeit nur eine 10-prozentige Senkung, oder gar ein Eréhung der Laufzeit zur
Losungsfindung zur Folge haben.

Trotz dieser Schwierigkeiten ist Parallelitét ein entscheidendes Ziel bei der Entwicklung und
Implementierung von Algorithmen, da sich beeindruckende Laufzeitverbesserungen erzielen
lassen (Abbildung 1.4).
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Abbildung 1.3: Diagramm zum Vergleich verschiedener Optimierungsverfahren.

Ein exaktes Optimierungsverfahren (MIP: mixed integer program) wird mit zwei heuristischen
Verfahren basierend auf lokaler Suche (SA: simulated annealing, HC: hill climbing) fur verschiedene
ProblemgréBen verglichen. SA und MIP weisen eine sehr hohe Lésungsqualitédt auf. Ihre Laufzeit
war bei groBen Problemen vergleichbar und bei kleinen Problemen gewann die Heuristik. HC
zeigt bei allen ProblemgréBen die kiirzeste Laufzeit, findet aber auch die schlechtesten Losungen.
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Abbildung 1.4: Diagramm zur Laufzeitverbesserung durch Parallelisierung.

Parallelisierung meint das gleichzeitige Ausfiihren von Teilaufgaben zur Lésungsfindung auf meh-
reren Computern, Prozessoren oder Prozessorkernen. Insbesondere durch den letzte Punkt ist in
den vergangenen Jahren durch das Aufkommen von Mehrkernprozessoren die Parallelisierbarkeit
von Algorithmen relevant geworden. Die Grafik zeigt die erzielte Qualitat eines Ergebnisses aufge-
tragen Uber der Rechenzeit (beides in willklrlichen Einheiten) flr verschiedene Prozessoranzahlen
im Vergleich. Offenbar skaliert dieser Algorithmus gut, sodass eine Verdopplung der Prozessorzahl
jeweils eine nennenswerte Leistungssteigerung bewirkt. Parallelisierung ermdglicht es dem Nutzer
(sofern er iber entsprechende Finanzen verfligt), schnell bessere Ergebnisse zu erhalten.
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1.2 Algorithmische Beispiele: Das Maxsummenproblem

Als erstes Beispielproblem, um zu zeigen, wie sehr es sich lohnt, sich auf die Suche nach guten
Algorithmen zu machen, soll das Maxsummenproblem dienen:

Definition 1.1. Sei a[1..n] ein Array ganzer Zahlen und f (i,j) = a; + - - + a; eine Teilsumme
aus diesem Array. Die grofSte Teilsumme max { f(i,j) |1 <i < j < n} heifst Maxsumme und ihre
Berechnung heifst Maxsummenproblem.

Trotz seiner einfachen Formulierung lassen sich daran gut algorithmische Ansétze vergleichen.
Der Resourcenverbrauch eines Algorithmus soll in diesem Beispiel vereinfacht durch die Anzahl
der benotigten Vergleiche V(n) und die Anzahl der benoétigten Additionen A(n) charakterisiert
werden. Die Summe der Additionen und Vergleiche soll Laufzeit T(n) = A(n) + V(n) heillen.

Nachfolgend werden vier Algorithmen zum Losen des Maxsummenproblems vorgestellt. Ein
interessierter Leser kann sich an dieser Stelle kurz im Kopf die Maxsumme der beiden Listen
a=(3,—-2,4,-5)und a=(-10, -5, 2, -7, 3, 6, —9, 11 ) ausrechnen und spater iiberlegen,
welchen der vorgestellten Algorithmen er dabei verwendet hat.

Der naive Algorithmus

Der naive Ansatz ist, zunédchst alle Elemente f (i, j) der Menge auzuwerten und anschliefend
das Maximum dieser Elemente zu suchen. Die Berechnung wird an folgendem Beispiel deutlich:

Tabelle 1.1: Auswertung des naiven Algorithmus am Beispiel a = (3, —2, 4, —5)

f(1,1)=3 f(1,2)=3-2 f(1,3)=3-2+4 f(1,4)=3-2+4-5
f(2,2)=-2  f(2,3)=-244 f(2,4)=-24+4-5

f(3,3)=4 f(3,4)=4-5

f(4,4)=-5

Fiir die Auswertung jedes Eintrags wird eine Summe aus Eintrdgen der ersten Spalte gebildet.
Jede Berechnung eines f (i, j) erfordert j — i Operationen. Aus den Ergebnissen kann man mit
folgendem Pseudocode das grofite Element finden:

maxsum := £ (1,1)
for i := 1 ton do
for j :=1i ton do
falls £ (i,j) > maxsum
maxsum := £ (i,j)

Dabei speichert maxsum das aktuelle Maximum der verglichenen Eintrdge und £(i, j) berechnet
die Teilsummen. Die Schleifenvariablen laufen anschaulich eine dreieckige Flache ab, die gerade
den Eintrdgen der Beispieltabelle entspricht. Ist das aktuelle Element groBer als das aktuelle
Maximum, wird es als neues Maximum behalten.
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Die Anzahl der bendtigten Additionen ergibt sich als Summe der benétigten Rechenschritte aller
Tabelleneintrage:

n n n n—i n 1 1 1
A = >1G-1) = k=25(n—i)(n—i+l)=gn3—gn
i=1 k=1 i=1

i=1 j=i i=1

Im ersten Schritt wurde die Variable substituiert. In den darauffolgenden Schritten wurden die
Summenformeln fiir . a und Y., a* angewandt.

Die Berechnung des Maximums bestimmt die Anzahl der benétigten Vergleiche:

vi(n) T i I 1+2n:' 1+1 (n+1) ! 2+1 1
n) = — = — 1= — —n-(n = —n —-n-—
! 2 1 - 2 27 2

Um das Maximum von L Tabelleneintragen zu bestimmen, ben6tigt man L — 1 Vergleiche. Diese
Beziehung lésst sich kombinatorisch oder analytisch einsehen. Im ersten Fall berechnet man,
auf wie viele Moglichkeiten man Anfang und Ende der Teilsumme auf das Array verteilen kann
(namlich (;) + ('11), unterteilt nach Anfang und Ende verschieden oder gleich), im zweiten Fall

n
summiert man die Vergleiche fiir Teilsummen der Lénge 1,2,...,n (= Y, ).
i=1

Die Laufzeit des naiven Algorithmus ergibt sich somit zu:

1, 1, 1
Ti(n) = Vi(n) +A:(n) = e +5n +§n—1

Der normale Algorithmus

Wenn man die Auswertungen des naiven Algorithmus betrachtet, fallt auf, dass sich die meisten
Berechnungen wiederholen. Bei genauerer Betrachtung der Tabelle erkennt man, dass ein
f(i,j+ 1) nicht immer neu aufsummiert werden muss, sondern als f (i, j) + a;; berechnet
werden kann. Eine Umgestaltung der Tabelle hebt diesen Zusammenhang hervor:

Tabelle 1.2: Auswertung des normalen Algorithmus am Beispiel a = (3, —2, 4, —5)

fAD=a=3 f(L2)=f1D-2 f(@1,3)=f(1,2)+4 f(L,H=f(13)-5
f(2,2)=a;=-2 f(2,3)=f(2,2)+4  f(2,49=f(2,3)-5
f(3,3)=a3=4 f(3,4)=f(3,3)-5

f(4,4)=a,=-5

Die Zeilen lassen sich nun trivial von links nach rechts auswerten. Dazu muss man lediglich
das alte Ergebnis weiterverwenden und den letzten Eintrag in der aktuellen Spalte bzw. den
entsprechenden Eintrag des Arrays nachschauen.
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Der Pseudocode des normalen Algorithmus sieht wie folgt aus:

maxsum := f (1,1)
for i := 1 ton do
fij =0
for j :=1i ton do

fij := fij + alj]
falls fij > maxsum
maxsum := fij

Als Anderung zum naiven Algorithmus wurde die temporire Variable £ij eingefiihrt, die beim
Durchlaufen einer Tabellenzeile mit den Array-Eintrdgen zusammengezéhlt wird. Somit entfallen
die urspriinglichen Auswertungen von f (i, j) in der inneren Schleife. Das Maximum der ausge-
werteten Eintrége findet man analog zum ersten Algorithmus, daher bleibt V(n) unverandert. Fiir
die Auswertung jedes f (i, j) mit j > i ist aber nur noch eine statt j — i Additionen erforderlich:

n n 1 1
— 5 — ;] = — 2 —_—
Az(n)—Z(l 1) = n+Zl—2n 2n
i=1 i=1
Daraus ergibt sich folgende Laufzeit fiir den normalen Algorithmus:

To(n) = V(n)+A(n) = n® -1

Der divide & conquer Algorithmus

Der divide & conquer Algorithmus verfolgt einen anderen Ansatz. Die bisher betrachteten Algo-
rithmen sind implizit davon ausgegangen, dass man alle f (i, j) auswerten und nach dem groéf3ten
Ergebnis suchen muss. Diese Vermutung stellt sich als falsch heraus: Man kann das grofte f (i, j)
finden, ohne jemals alle f (i, j) explizit ausgerechnet zu haben. Die Idee hinter divide & conquer
Algorithmen besteht darin, das Originalproblem in Teilprobleme zu zerlegen (divide), die sich
in der Regel leichter 16sen lassen, und die Gesamtlosung anschliefend aus den Teillosungen
zusammenzusetzen (conquer).

Zur Vereinfachung der Analyse wird im Folgenden angenommen, dass die Eingabelidnge eine
Zweierpotenz n = 2¥ ist. (Die Erweiterung auf beliebige Eingaben ist nicht schwer. Man kann die
Eingabelange kiinstlich erweitern oder mit Fallunterscheidungen arbeiten.) Zur Zerlegung des
Problems definieren wir drei Hilfsmengen:

oll,r) =max {f(,HIl<i<j<r}
sil,r) =max { f(i,r) [l <i<r}
s;(Lr) = max { f(LHIT<j<r}

Die Funktion o (I, r) mit zwei variablen Indizes ist die urspriingliche Definition der Maxsumme
zwischen den Elementen g; und a,. Die Funktionen s,(l, ) und s,(l, r) haben jeweils nur einen
variablen Index und stellen das Maximum von Teilsummen ,bis zu“ bzw. ,,ab“ einem bestimmten
Element dar. Sie sollen linksgerichtete Maxsumme und rechtsgerichtete Maxsumme heif3en.
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Der entscheidende Schritt ist nun, zu erkennen, dass das Maxsummenproblem in drei Teilproble-
me zerlegt werden kann:

n n
o(1,n) = max {o(1, E)’ 0(5 +1,n), s +55}

Diese Zerlegung ist moglich, da die Menge der Index-Paare (i, j) damit partitioniert wird, d.h.
man zerlegt sie in disjunkte Teilmengen, deren Vereinigung wieder die Gesamtmenge ergibt.
Anschaulich gibt es nur drei Moglichkeiten, wie die maximale Teilsumme beziiglich der Array-
Mitte beschaffen sein kann: (1) sie beginnt und endet in der linken Hélfte, (2) sie beginnt in der
linken und endet in der rechten Halfte, (3) sie beginnt und endet in der rechten Halfte. Es fiihrt
also zum Ziel, die maximalen Teilsummen dieser drei Klassen von Teilsummen zu bestimmen
und die grofte auszuwéhlen.

Am Beispiel a = (—10, -5, 2, —7, 3, 6, =9, 11) wird die Zerlegung vorgefiihrt. Man teilt die
Liste in der Mitte und berechnet auf den Hélften die Maxsummen ¢ (1,4) =7 und o(5,8) = 11.
Hat man nun ein schnelles Verfahren, um die beiden maximalen Teilsummen der linken und
der rechten Halfte auszurechnen, lésst sich auch die maximale Teilsumme der gesamten Folge
schnell berechnen. Man muss lediglich noch auf der linken Hélfte die linksgerichtete Maxsumme
51(1,4) = 0 und auf der rechten Hilfte die rechtsgerichtete Maxsumme s,(5,8) = 11 berechnen.
Diese beiden Berechnungen gehen sehr schnell. Die Behauptung ist, dass die ganze Maxsumme
sich dann als 0(1,8) =max {7, 11, 0+ 11} = 11 berechnen l4sst.

Der divide & conquer Algorithmus wendet diese Zerlegung rekursiv an, d.h. er wendet die
Zerlegung fiir die Berechnung der Maxsummen der beiden Hélfen erneut an, auf die Viertel
wieder, und so weiter. Die geschachtelte Zerlegung hort auf, wenn die Teilprobleme leicht
genug geworden sind, also wenn nur noch Maxsummen von ein-elementigen Teilarrays gebildet
werden. Somit findet im ganzen Algorithmus keine echte Berechnung einer Maxsumme mehr statt,
sondern es werden nur noch gerichtete Maxsummen berechnet und nach obiger Rekursionsformel
zu neuen Teilergebnissen zusammengesetzt, bis das Gesamtergebnis vorliegt. Der Ablauf des
Algorithmus ist schematisch in Abbildung 1.5 dargestellt.

Der Pseudocode hat dementsprechend folgende Form:

sigma (1,r):
falls 1 ==r
Gib a[l] aus.
sonst

sigmal := sigma (1, (1+r)/2)

sigma2 := sigma ((l+r)/2+1, r)

sl_s2 sl (1, (A+r)/2) + s2 ((1+r)/2+1, r)
maxsum := max (sigmal, sigma2, sl_s2)

Gib maxsum aus.

Die rekursive Funktion sigma(l,r) priift, ob sie auf einer ein-elementigen Menge aufgerufen
wird. Ist das der Fall, liefert sie als Ergebnis den entsprechenden Eintrag des Arrays zuriick. Ist
das nicht der Fall, zerlegt sie das Problem in die besprochenen Teilprobleme, wobei sie sich selbst
aufruft um manche dieser Teilprobleme zu 16sen.
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Abbildung 1.5: Schematischer Ablauf des divide & conquer Algorithmus.

Die eingerahmten Werte sind Eingaben, relevante Zwischenergebnisse und Ausgaben. Der ,+"-
Knoten steht fiir eine Addition, der ,>"-Knoten fir die Berechnung des Maximums (durch einen
oder mehrere Vergleiche). Das Schema hat eine baumartige Struktur, da der Algorithmus rekursiv
ablauft, d.h. das Originalproblem wird solange in Teilprobleme gleicher Art zerlegt, bis sie leicht
genug zu lésen sind. Jede Maxsumme o wird als Maximum zweier Teilmaxsummen o und der
Summe zweier gerichtet Maxsummen s; und s, berechnet. Das Losen aller Teilprobleme erfordert
weniger Operationen als das Lésen des ganzen Problems mit dem normalen Algorithmus.

Die Laufzeit des divide & conquer Algorithmus kann aus einer Rekursionsgleichung (Rekurrenz)
bestimmt werden. Zunichst ist die Laufzeit auf einem Array der Lénge 1 bekannt (dafiir sind keine
Operationen notig, da der Wert abgelesen wird). Zudem kann die Laufzeit durch die Zerlegung
ausgedriickt werden als die Laufzeit der beiden halben Probleme, den Zusatzaufwand durch die
Berechnung der gerichteten Maxsummen (das sind n — 1 Additionen und n — 2 Vergleiche) und
die abschlieffende Maximumsberechnung (noch 2 Vergleiche):

T;(1) =0 und T3(n) = 2- Ty (g) +(@n-3)+2 firn>1
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Fiir Eingaben der Linge n = 2* (also k = log, n) gilt dann:

T5(2) = 2- Ty(2" ) + 21 - 1)

=2 [2- Ty + 2K —1] + (2% - 1)
=4-Ty(22) + (21 —2) + (21 —1)

= 4-[2- T2+ 2 —1] + @ —2) + (21 -1)

=8-T3(2"%) + (2" —4) + 2 —-2) + @' - 1)

k
Zk_TS(Zk—k) + k. ok+t _Z 9i-1
i=1
0+ 2k-2Fk - (2F-1)
=(2k-1)-2k+1
= (logyn—1)-n+1

Durch Aufldsen der Rekursionsbeziehung ergibt sich eine explizite Darstellung der Laufzeit.

Der clevere Algorithmus

Fiir das Maxsummenproblem gibt es noch einen besseren als den divide & conquer Algorithmus.
Ein cleverer Algorithmus 16st das Maxsummenproblem in einem einzigen Durchlauf des Arrays
a[1..n]. Dazu betrachtet man folgende Hilfsfunktionen:

I\

k
maxtail(k) = max { Z ql|l <i<k}
=i

IA

J
maxsum(k) := maX{Z qll<i<j<k}
I=i

Die Funktion maxsum(k) entsprich also der echten Maxsumme o (1, k) des divide & conquer
Algorithmus und die Funktion maxtail (k) entspricht der linksgerichteten Maxsumme s,(1, k)
des divide & conquer Algorithmus. Die Definitionen bringen somit nichts wirklich Neues, sondern
erlauben nur eine geeignete Schreibweise.

Man kann zeigen, dass die Werte von maxsum sich leicht aus den Werten von maxtail berechnen
lassen, welche sich wiederum leicht aus dem Array berechnen lassen. Daraus ergibt sich der
Pseudocode fiir den scanline Algorithmus:

maxtail := a[l]
maxsum := a[l]
for k := 2 to n do
maxtail := max (maxtail+alk], al[k])
maxsum := max (maxtail, maxsum)
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Der Beweis der Formeln erfolgt {iber vollstindige Induktion. Zu den Startwerten maxsum(1) = a,
und maxtail(1) = a; leitet man dazu folgende Iterationsvorschriften ab:

k+1
maxtail(k + 1) = max{Z q|l<i<k+1}
I=i
k

=max({ak+1+2 qll <i<k}uiay})
1=

= max (ay,, +maxtail(k), az;)

J
maxsum(k +1) = max{Z q|ll<i<j<k+1}
=i
k+1

:max({Zalll <i<j< k}U{Zalll <i<k+1})
= max(maxsum(k), maxtail(k + 1))

Durch Induktion {iber k sind die Formeln somit fiir alle Arraygrof3en korrekt. Der Ablauf des
Algorithmus ist in Abbildung 1.6 schematisch dargestellt.

oo o] L] L) L) B Ll L

maxtail \\ @ @ @

maxm@@

Abbildung 1.6: Schematischer Ablauf des scanline Algorithmus.

Die eingerahmten Werte sind Eingaben, relevante Zwischenergebnisse und Ausgaben. Der ,+"-
Knoten steht fiir eine Addition, der ,>"-Knoten fur die Berechnung des Maximums (durch einen
oder mehrere Vergleiche). Die Werte von maxtail werden aus dem Vorgdngerwert von maxtail
und einem zugehdrigen Eintrag des Arrays a durch eine Addition und einen Vergleich berechnet.
Die Werte von maxsum werden aus ihrem Vorgdangerwert von maxsum und einem zugehdrigen
Wert von maxtail durch einen Vergleich berechnet. Aufgrund dieser gerichteten Struktur mussen
maxtail und maxsum nicht als Arrays im Speicher gehalten werden, sondern es genligt auf zwei
Speicherplatzen (vgl. die Variablen maxtail und maxsum des Pseudocodes) zu operieren.
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Die Laufzeit des scanline Algorithmus kann am Pseudocode abgelesen werden. Die Auswertung
der Maximumsfunktion ist ein Vergleich. Pro Durchlauf der Schleife werden also zwei Vergleiche
und eine Addition durchgefiihrt. Fiir die Laufzeit ergibt sich somit:

Ayn) =n-1 Vyn) =2-(n—1)

Ty(n) = A4(n) +V,(n) = 3n—-3
Der Algorithmus braucht weniger als dreimal so viele Operationen wie das Array Elemente
hat. Solche Algorithmen sind fiir viele Anwendungen wiinschenswert, da sie die schone Eigen-
schaft haben, auch fiir grof3e Instanzen mit vielen Elementen schnell Losungen errechnen zu

konnen. Zur Losung eines Problems mit 10facher Eingabelédnge benétigt man nur einen 10mal so
leistungsfidhigen Rechner oder 10mal soviel Zeit.

Zusammenfassung

Die Beispiele zeigen, dass verschiedene Losungsstrategien sich stark auf den Resourcenverbrauch
(Anzahl Zeitschritte oder Anzahl Speicherstellen) eines Algorithmus auswirken kénnen.

Hier noch einmal eine Ubersicht der berechneten Laufzeiten:

naiver Algorithmus: T,(n) = % n®+ % n%+ % n—-1
normaler Algorithmus: T,(n) = n?—1

divide & conquer Algorithmus: T3(n) = 2n-log,n—n+1
cleverer Algorithmus: Ty(n) =3n—-3

Welche Folgen diese Ergebnisse auf praktische Anwendungen haben, l4sst sich am besten durch
den Vergleich der Laufzeiten einiger représentativer Eingabeldngen veranschaulichen:

Tabelle 1.3: Laufzeitvergleich der MaxSum-Algorithmen

naiv normal divide & conquer clever

n it in-1 n?-1 2n-logyn—n+1 3n—-3
22=4 19 15 13 9
24=16 814 255 113 45
=64 45759 4095 705 189

28 =256 2829055 65535 3841 765
210 =1024 179418599 1048575 19457 3069
=32768 >5-10"2 ~ 10° 950273 98301

Beispielsweise benotigt der clevere Algorithmus weniger Zeit fiir die Losung des Maxsummen-
problems auf einem Array mit n = 1024 Elementen als der divide & conquer Algorithmus fiir ein
Array mit n = 256 Elementen und der normale Algorithmus fiir die Eingabelidnge n = 64.
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Kapitel 2

Komplexitatstheorie

Nach der Analyse des Max-Teilsummenproblems mitsamt den vorgestellten Algorithmen stellen
sich ein paar dridngende Fragen:

e Im Vergleich der Algorithmen im Einfithrungskapitel hat sich gezeigt, dass Laufzeit von
Algorithmen sich dramatisch unterscheiden kénnen. Muss man Analysen immer so detailiert
machen und die Anzahl Schritte bis ins letzte auszdhlen? Das fiihrt ja schon bei 3-Zeilern
zu Komplikationen.

* Wieso werden Vergleiche und Additionen gezédhlt? Koénnte man nicht auch Multiplikationen
zdhlen? Warum wird eine Addition behandelt, wie ein Vergleich? Ist das wirklich sinnvoll?

Wieso ist der Parameter, mit dessen Hilfe wir die Laufzeitfunktion bestimmen, gerade die
Anzahl der Summanden? Fiihrt das nicht dazu, dass jeder parametrisiert, was ihm gerade
einféllt? Kann man nicht bessere Vergleichbarkeit erreichen?

* Woher weil man, ob man einen guten Algorithmus gefunden hat?

Komplexitdt bezeichnet in der Mathematik und Informatik salopp gesagt die ,,Kompliziertheit“
von Problemen bzw. ihrer Losungsverfahren. Was genau darunter zu verstehen ist, ist Teil dieses
Kapitels. Es dient dazu Grundlagen zu legen, die eine vereinfachte, aber auch vereinheitlichte
Analyse von Algorithmen erlauben.

Dieses Kapitel fithrt in mehreren Schritten die Grundlagen zur Laufzeitanalyse von Algorithmen
ein. Im ersten Abschnitt wird die Landau-Notation (oft auch Grof3-O-Notation oder O-Kalkiil
genannt) zur vereinfachten Klassifizierung von Laufzeiten vorgestellt. Der zweite Abschnitt
befasst sich mit den Eingabegrofen eines Algorithmus und ihrer Kodierung in Computern.

2.1 Asymptotische Notation

Mit einem Blick auf Tabelle 1.3 sieht man sofort, dass der clevere Algorithmus schneller als seine
Konkurrenten ist. Bei der Beurteilung sind die Zahlenwerte im Grunde bedeutungslos: man
schaut lediglich danach, wie lang die Zahlen etwa sind, bzw. in welcher Spalte die Lange am
wenigsten pro Zeile zunimmt. Durch Betrachtung der Laufzeitterme wird schnell klar, dass man
sich nicht wirklich fiir die Konstanten oder Faktoren interessiert, und dass man manche Terme
gegentiiber anderen vernachlassigen mochte. Entscheidend ist diejenige funktionale Abhangigkeit,
die bei grof3en Problemen die Laufzeit dominiert.

Vor diesem Hintergrund hat es sich als zweckméRig erwiesen, Algorithmen nach ihrer asymptoti-
schen Laufzeit zu Kklassifizieren. Mathematisch sauber kann man diese Idee wie folgt formulieren:
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Definition 2.1. Sei g : N — R*. Dann bezeichnet die Komplexitcitsklasse
0(g) ={f:N>R"|3c>0,npeNVn=ny: f(n)<c-gn)}
die Menge aller Funktionen, die asymptotisch hdchstens so schnell wachsen wie g.

Die asymptotische Notation vernachléssigt Konstanten und langsamer wachsende Terme. Fiir
Polynome werden beispielsweise alle niedrigeren Ordnungen ignoriert:

Satz 2.1. Fiir ein Polynom f(n) = a,,-n™+a,,_1-n™ ' +---+a; -n+a, vom Grad m mit positivem
Koeffizienten a,, bestimmt das gréfSte Monom seine Komplexitdt: f € O(n™)

Beweis. Es ist zu zeigen, dass das Polynom fiir beliebig grofe Argumente n > n, bis auf einen
beliebigen konstanten Faktor ¢ durch das Monom n™ nach oben abgeschétzt werden kann:

|ay,|-n™+|a,_4l B lay|-n+lagl
< (Iam|+Iam_ll/n+~~-+Iall/n’“‘1+|aol/n’“)~n’"
(laml +lamoy |+ +lay| +lagl) - n™

f()

A CIA

IA

Mit ¢ = |ap,| + |am_1] + - +|a;| + |ag| und ny = 1 folgt die Behauptung. O

Definition 2.2. Sei wieder g : N — R™. Dann gibt es folgende weitere Komplexittsklassen:

e Qg) = {f:N>R"|Jc>0,ngeNVn=ngy:f(n)=c-g(n)} ist die Menge aller
Funktionen, die asymptotisch mindestens so schnell wachsen wie g. Es gilt

fealg) & ge0(f)

*0(g) ={f:N>RY|3¢;>0,6;,>0,ngENVn>ng:cy g(n) < f(n)<cq-g(n)}ist
die Menge aller Funktionen, die asymptotisch gleich schnell wachsen wie g. Es gilt

feo(g) & feo(g) Ageo(f)

co(g) = {f: N>R |Vc>03In,eNVn>ny:f(n)<c-gn)} ist die Menge aller
Funktionen, die asymptotisch langsamer wachsen als g. Es gilt

feo(g) ® feO(g) A fE06(g)

cw(g) ={f: N>R |Vc>03In,eNVn>ng:f(n)>c-g(n)} ist die Menge aller
Funktionen, die asymptotisch schneller wachsen als g. Es gilt

few(g) & geolf)

Statt f € O(g) wird manchmal auch f = O(g) geschrieben, ebenso fiir 2, ®, 0 und w. Die
Buchstaben heilen Landau-Symbole. Man spricht von der Landau-Notation oder auch O-Notation.
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Beispiele
Ein Gefiihl fiir Komplexitatsklassen entwickelt man am besten an Hand einiger Beispiele:

Sequentielle Suche Sei f;(n) die Anzahl der Vergleiche bei einer sequentiellen Suche nach dem
Maximum in einer Zahlenfolge mit n Elementen. Dann gilt f;(n) € O(n), da einmaliges
Durchlaufen der Eingabe mit n Vergleichen auskommt. Andererseits muss jeder Algorithmus

zumindest einmal jedes Element der Eingabe ansehen, deshalb gilt auch f;(n) € Q(n).
Insgesamt ergibt sich f;(n) € ©(n), d.h. die Maximumsfunktion hat (echt) lineare Laufzeit.

Matrixmultiplikation Seien A und B quadratische n x n Matrizen, C =A- B und f,(n) die Anzahl
der fiir die Multiplikation notigen elementaren Operationen. Die Eintrége von C ergeben sich
aus ¢; j = Zzzl @y - by, also werden n Multiplikationen und n — 1 Additionen bendtigt. Da
n? viele Eintrige von C berechnet werden, ergibt sich einerseits fiir den Gesamtaufwand des
»offensichtlichen® Algorithmus f,(n) < n?-(n+n—1) = 2n® —n? € O(n®), und andererseits
wird jeder Algorithmus f,(n) € Q(n?) Operationen zum Lesen der Eingabe benétigen, da
er ja n? Eintrige befiillen muss. Der schnellste zur Zeit bekannte Algorithmus benétigt
0(n?37%) Operationen.

Einige Ausdriicke in Landau-Notation lassen sich intuitiv bestitigen oder ausschliefen, indem
man die Bedeutung ausschreibt. Die mathematische Formulierung folgt aus der Definition:

n € o(n?) » . wichst (asymptotisch) langsamer als n? “
Vc>03ny€N Vn>ng:n<c-n? zum Beispiel ny = H]

n?2e€0(n?) , n®wichst (asymptotisch) nicht schneller als n? “

Jc>0,ng €N Vn>ng:n?<c-n? zum Beispiel c=1 und ny =1

n?¢o(n?) , n? wichst (asymptotisch) nicht langsamer als n? “

-Ve¢>03nyeN Vn>ng:n?<c-n? zum Beispiel c = 1
Mit der O-Notation kann man die Laufzeit von Schleifen oft auf einen Blick erfassen:
Einfache Schleifen: Schleifen mit mehreren Operationen:

for i := 1 to n do for i := 1 ton do
for j := 1 ton do for j := i+l to n do
Fihre eine Operation aus. Fihre f(n) Operationen aus.

0(n?) Operationen 0O(n?- f(n)) Operationen

In den beiden Fillen wurde nur eine O-Abschétzung gegeben, obwohl eine ©-Abschitzung
moglich wére. In der Regel beschrénkt man sich auf eine Abschédtzung nach oben, bemiiht sich
aber, eine moglichst gute obere Schranke anzugeben. Abschédtzungen nach oben sind meistens
einfacher abzugeben.
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Die folgende Tabelle verdeutlich das Wachstum von Funktionen verschiedener Groflenordnungen:

Tabelle 2.1: Wachstumsvergleich verschieden komplexer Funktionen

log, n n  n-logyn n? n® 2n
0 1 0 1 1 2
1 2 2 4 8
2 4 8 16 64 16
3 8 24 64 512 256
4 16 64 256 4096 65536
5 32 160 1024 32768 4294967296
1200 ‘
log(n)
n
1000} n-log(n)
o2
3
800} 2"

600 -
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Abbildung 2.1: Funktionsgraphen zum Wachstumsvergleich einiger Funktionen.

Dargestellt sind die sechs Graphen der Funktionen aus Tabelle 2.1 mit gleicher Achsenskalierung.
Die Funktionen sind in der Legende nach ihrem asymptotischen Wachstum geordnet. Es deutet
sich an, dass die GréBenordnung der Funktionswerte schon fir relativ kleine Argumente stark
variiert. Verldufe der Monome liegen ihrer Ordnung nach sortiert tbereinander, logarithmische
Funktionen wachsen langsamer als Polynome, exponentielle Funktionen wachsen schneller als
jedes Polynom.
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Die Relation o(...) kann zur Klassifikation von Funktionen benutzt werden.
Zum Beispiel gilt fir0<e<1l<c:

1 = o(loglogn) konstante Funktionen

loglogn = o(logn) doppelt logarithmische Funktionen
logn =o(n°) logarithmische Funktionen

n¢ =o(n%) Waurzelfunktionen

n¢ = o(n'°8") Polynome

nlosn =o(c") subexponentielle Funktionen

c" =o(n") exponentielle Funktionen

n" =o(c") iiberexponentielle Funktionen

Rechenregeln

Fiir die O-Notation gibt es Rechenregeln, von denen hier nur die wichtigsten angegeben werden.

Seien f und g Funktionen und c eine Konstante, dann gilt:
* c€0(1)
* ¢ f(n)€0(f(n)
* o(f)+o(f)<co(f)
* o(o(f)=o0(f)
* 0(f)-0(g) S O(f - 8)
* O(f + g) = O(max{f (n), g(n)})
Die letzte Regel 1a3t sich folgendermaf3en einsehen:

Satz 2.2. Fiir Funktionen f und g gilt die Landau-Regel
O(f + g) = O(max{f (n), g(m)})

Beweis. Die Mengengleichheit wird durch beide Inklusionen gezeigt.
Sei h € O(f + g), dann gibt es positive Konstanten ¢ und n,, sodass fiir alle n > n, gilt:

h(n) < ¢-(f +8)(n) < c-2-max{f,g}(n)

Also ist h(n) € O(max{f, g}).
Sei andererseits h € O(max{f, g}), dann gibt es positive Konstanten ¢ und n,, sodass fiir alle
n > n, gilt:

h(n) < c-max{f,g}(n) < c-(f +¢)(n)

Also isth € O(f + g). O

22 2 Komplexitatstheorie

Das Master-Theorem

Bei der Analyse von rekursiven Algoithmen steht man haufig vor dem Problem, dass man
aus einem rekursiven Algorithmus nur eine Rekursionsgleichung fiir die Laufzeit und keine
explizite Darstellung ablesen kann. Im Einfiihrungskapitel trat dieser Fall beim divide and conquer
Algorithmus auf und die Rekurrenz konnte nur durch eine komplizierte Rechnung gel6st werden.
Das geht oft auch einfacher.

Das Master-Theorem bietet eine Kochbuch-Losung in asymptotischer Notation fiir die meisten fiir
uns relevanten Rekurrenzen. Statt eine komplizierte Rekursionsgleichungen per Hand zu 16sen,
geniigt also in der Regel schon eine Umformung nach folgendem Rezept:

Satz 2.3 (Master-Theorem). Seien a > 1 und b > 1 Konstanten. Sei f : N — R zundchst
unbestimmt und T : Ny — R* rekursiv definiert durch

o er () o500 e [3]- (2] e [3] -2

Diese Rekurrenz ist in folgenden (aber nicht nur diesen) Fdllen losbar:

1. Falls gilt 3e >0 : f(n) € O(n'°%*~¢), dann

T(n) € ©(n'°%%)

2. Falls f(n) € ©(n'°% ), dann gilt

T(n) € ©(n'°%? -logn)

3. Falls 3e > 0: f(n) € Q(n'°®2*€) und
J0<c<1l,npeNVYn>n,: a~f(%) <c¢- f(n), dann gilt

T(n)€o(f(n)
Beweis. Siehe Introduction to algorithms [2], Kapitel 4.3 und 4.4. O
Auf den ersten Blick wirken die vorhergesagten Fille zu speziell, aber an einigen Beispielen sieht

man schnell die Stédrke dieses Satzes ein:
e T(n)=9-T (l_g]) +n,dannista =9, b = 3 und f(n) = n. Es folgt n'°8? = plog:® = p2
und es gilt f(n) € O(n'°%:°~€). Aus Fall 1 folgt schlieRlich T(n) € ©(n?)

e T(n)=T ([2?”] ) +1,dannista=1,b = % und f (n) = 1. Es folgt n'°8 9 = 8321 =0 =1
und es gilt f(n) € ©(1). Aus Fall 2 folgt schlieRlich T(n) € ©(logn)
Aber Achtung! Das Mastertheorem deckt bei weitem nicht alles ab. Der erste und der zweite Fall,

sowie der zweite und der dritte Fall unterscheiden sich stark voneinander. Genauer gesagt fehlt
zwischen den einzelnen Vorausssetzungen jeweils ein Faktor von n€.
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2.2 Kodierungsschemata

Obwohl schon viel iiber Probleme gesprochen wurde, fehlt nach wie vor eine formale Beschrei-
bung:

Definition 2.3. Eine bindre Relation zwischen einer Menge I von Instanzen und einer Menge S von

Lésungen heifst Problem.

Am Beispiel des bekannten Maxsummenproblems lautet die Formulierung:

Problem Finde die grofte Teilsumme eines Arrays.
Eingabe Ein Array ganzer Zahlen aj, ..., a, und die Funktion f (i, j) == a; +--- + a;.

Ausgabe Das maximale f (i, j).

Die Menge der Instanzen besteht hier aus allen Folgen ganzer Zahlen mit endlicher Linge. Die
Menge der Losungen ist die Menge der ganzen Zahlen. Durch die Definition von f und der
Forderung nach einem maximalen f (i, j) werden den Zahlenfolgen endlicher Linge maximale
Summen zugeordnet.

Man unterscheidet das abstrakte Problem von der konkreten Beschreibung des Problems und
seiner Instanzen. Zur Bearbeitung des Problems auf einem Computer benétigt man beispielsweise
eine geeignete Kodierung. Dazu nutzt man ein so genanntes Alphabet mit Symbolen bzw. Buchsta-
ben, und man definiert Regeln, welche Bedeutung Verkniipfungen der Symbole bzw. Buchstaben
haben. Alphabet und Regeln bilden ein Kodierungsschema.

Einige iibliche Kodierungen mit resultierender Kodierungsldnge, die in der Vorlesung ADM
genutzt werden, sind:

Ganze Zahlen Eine ganze Zahl n wird in Binédrdarstellung

k
n=+Y x-2  x€{0,1} und k= |log,(|n|)]
i=0

durch eine Bitfolge dargestellt. Die Kodierungsldnge bezeichnet

(n) = [log,(Inl+1)]+1 = [logy(Inl)] +2

Rationale Zahlen Fiir eine rationale Zahl r existiert eine Bruchdarstellung
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Vektoren Ein Vektor x € Q" in Komponentendarstellung
X = (xl:""xn)

hat die Kodierungslidnge

Matrizen Eine Matrix A € Q™" in Komponentendarstellung

a;p Qi 0 QAip
apy1 Qgp - Qgn
A= ) )
Ap1 Ap2 " App
hat die Kodierungslédnge
m n
(A =>"> ay)
i=1 j=1

Die Summe der Kodierungsldngen bestimmt den Speicherverbrauch:

Definition 2.4. Die Anzahl der Bits, die zur vollstdndigen Beschreibung einer Instanz I bendtigt
werden, heift Inputldnge (l).

Ein Problem zu losen, also allen Instanzen des Problems Losungen zuzuordnen, kann unter-
schiedlich schwierig sein. In sehr komplizierten Féllen ist dies beweisbar nicht moglich. Ohne auf
die Theorie der Unentscheidbarkeit eingehen zu wollen, wird an dieser Stelle nur ein Beispiel
eines nicht 16sbaren Problems gegeben, welches grof3e Auswirkungen auf die Verifizierbarkeit
von Algorithmen hat:

Random Access Machine Gegeben ist eine Kodierung einer Random Access Maschine (RAM, das
entspricht in etwa einem herkémmlicher Computer mit unendlich viel Speicher), sowie ein
w € ¥. Frage: Halt die RAM bei Eingabe w?

Definition 2.5. Ein Problem, fiir den es keinen Algorithmus gibt, der fiir alle Instanzen des Problems
die richtige Antwort ausgibt, heifst nicht entscheidbar.

Wichtig: Im Rahmen dieser Vorlesung sind alle Probleme 19sbar. Die Frage ist nur in welcher Zeit
und mit wieviel Speicherplatz.

Bevor wir uns an die Beantwortung der Frage machen, was im Sinne der Komplexitétstheorie ein
schwieriges Problem ist, kann man ja erstmal nach der intuitiven Schwierigkeit von Problemen
fragen. Was ist wohl schwieriger: Kopfrechnen, das Losen eines Solitar-Brettspiels, den richtigen
Zug in einer Schachstellung zu finden, den richtigen Zug beim Sokobanspiel zu finden, oder
Kreuzwortratsel zu l6sen?
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Abbildung 2.2: Grafiken einiger Spiele.

Im taglichen Leben muss man haufig komplizierte Denkleistungen erbringen und viele davon
tarnen sich als Spiele. Wenn man einen Menschen mit den genannten Aufgaben konfrontiert, wird
er einige davon als schwieriger empfinden als andere. Aber wie beurteilt man in der Mathematik,
wie schwierig ein Spiel ist?

2.3 Algorithmen

Nachdem geklért ist, was unter dem Begriff des Problems verstanden werden soll, gilt es nun
moglichst formal zu kldren, was ein Algorithmus ist.

Definition 2.6. Eine Anleitung zur schrittweisen Losung eines Problems heifst Algorithmus. Man
sagt, ein Algorithmus A l6st ein Problem I1, falls A fiir alle Instanzen I € I1 des Problems eine Lésung
in einer endlichen Anzahl von Schritten liefert.

Der Begriff Schritt meint eine elementare Operation. Eine allgemeine Definition dafiir gibt es
aber nicht, da der verfiigbare Befehlssatz im Allgemeinen auch von einer Maschine abhéngt,
auf der ein Algorithmus ausgefiihrt wird. Nun méchte man nattirlich nicht Laufzeitanalysen fiir
verschiedene Maschinen und Befehlssitze berechnen und tabellieren. Deshalb betrachtet man
die Algorithmen auf einem Rechnermodell, das die relevanten Aspekte eines realen Rechners
nachbildet, das sich aber deutlich leichter beschreiben lasst.

Ein Beispiel fiir ein solches Rechnermodell ist die Registermaschine (RAM, random access machine).

Sie besteht aus einem Programm, einem Befehlszihler, einem Akkumulator und einem Speicher
mit unendlich vielen, durchnummerierten Zellen. Die Zellen werden auch als Register bezeichnet
und konnen beliebig grof3e, natiirliche Zahlen speichern. Der Befehlszédhler b gibt an, welche
Programmzeile gerade ausgefiihrt wird und der Akkumulator ¢ bezeichnet ein spezielles Register,
auf dem das Programm lesen und schreiben kann, und mit dessen Hilfe elementare Berechnungen
durchgefiihrt werden kénnen.
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festes _
Programm Eingabe e ! {0,1}*

l
o]

Befehl  Akkumu- F—1 c(D)] c@ | ..

z&hler lator Speicher, unendlich viele Zellen

i Typischer Befehlssatz:

laden, speichern, goto, branch on
zero, addiere, subtrahiere, und, oder,
bit-Komplement

Ausgabe a ! {0,1}*

Abbildung 2.3: Schematischer Aufbau einer Registermaschine (RAM).

Die Registermaschine ist ein theoretisches Rechnermodell, das einem realen Computer ahnlich ist.
Sie besteht aus einem Programm, einem Befehlszahler, einem Akkumulator und einem Speicher
mit unendlich vielen, durchnummerierten Zellen. Beim Abarbeiten eines Programm werden Daten
aus der Eingabe gelesen und in die Ausgabe geschrieben.

Dem Programm wird ein bindrer Eingabetext e {ibergeben und es generiert daraus in endlich
vielen Schritten einen bindren Ausgabetext a. Normalerweise werden beide realisiert, indem
man die Eingabe vor der Programmausfiihrung in den Speicher legt und nach der Ausfithrung
das Ergebnis aus dem Speicher ausliest.

Man unterscheidet zusatzlich zwei Modelltypen:
unit-cost Modell Jeder Befehl wird in einem Schritt abgearbeitet.

Typischer Befehlssatz Grundrechenarten (+, -, *, /), Vergleiche (=, <, >), Lesen und
Schreiben rationaler Zahlen, Programmfluss mittels Verzweigungen und Schleifen.

Einsatzgebiet Dieses Modell ist einfach und wird meistens verwendet, insbesondere in der
Vorlesung ADM fast ausschliel8lich.

log-cost Modell Jeder Befehl benétigt ©(f (k)) Zeit, wobei k die Anzahl der Bits der Operanden
und f eine Kostenfunktion fiir die einzelnen Elementaroperationen ist.

Typischer Befehlssatz Grundrechenarten (+, -, *, /), Bitweise Operationen (complement,
and, or), Spriinge (goto, branch), Laden und Speichern.

Einsatzgebiet Dieses Modell ist realistischer und wird fiir komplexere Probleme relevant. Es
wird in der Optimierung wichtig, wenn es um die Laufzeitanalyse von Losungsverfahren
von Linearen Programmen geht.
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2.3.1 EffizienzmaBe

Im Einfiihrungskapitel wurde eine Anzahl von Vergleichen und Additionen gezihlt, und die
Laufzeit, die aus Additionen und Vergleichen bestand, wurde in einem bestimmten Parameter
gemessen, namlich der Anzahl von vorgegebenen Zahlen in der Eingabe. Das geschah willkiirlich,
und bei anderen Problemen wiirde man sicher anders verfahren. In der Theoretischen Informatik
hat man aber etwas gefunden, das es uns erlaubt die Analysen verschiedenster Algorithmen
miteinander vergleichbar zu halten.

Man driickt dafiir die Laufzeit von Algorithmen als Funktion ihrer Eingabelénge aus! Das ist ein
echter Supertrick, denn zum einen ermoglicht es eine einheitliche Basis zur Algorithmenanalyse,
zum anderen kommt auch niemand an den tiefgreifenden Erkenntnissen der Komplexitétstheorie
vorbei. Jeder, der ein Programm scheibt, in welcher Programmiersprache auch immer (funktional,
objekt-orientiert, prozedural ... ), wird zu irgendeinem Zeitpunkt seine Eingaben kodieren
miissen, und diese werden eine Lidnge haben. Es wird eine kodierte Ausgabe geben miissen
und dazwischen eine Transformation der Eingabe hin zur Ausgabe. Dazu werden Berechnungen
angestellt werden, die eine Laufzeit haben. Und wenn nun die Komplexitétstheorie zu einem
Problem II sagt, dass es keinen Algorithmus mit Laufzeit O(n) gibt, dann wird es sicher keinen
geben.

Die Laufzeit eines Algorithmus héngt im Allgmeinen allerdings nicht nur von der Eingabelénge ab,
sondern kann abhéngig vom Wert der Eingabe abweichen. In diesem Fall hat es sich eingebiirgert,
dass man aus den Laufzeiten aller Eingaben der Linge n einen représentativen Kennwert erstellt.
In der Regel interessiert man sich fiir die schlechteste (worst case), die mittlere (average) oder
die kiirzeste (best case) Laufzeit, ermittelt iiber alle Eingaben einer bestimmten Lange.

Definition 2.7. Sei T,(x) die Anzahl der Befehle, die Algorithmus A bei Eingabe x ausfiihrt. Dann
kann man seine Effizienz wie folgt charakterisieren:

worst case Laufzeit T,”(n) :=max{ T4(x)|{x) <n}

average case Laufzeit T°(n) = Z Dy - Ta(x)

{x|{x)=n}
(erfordert Kenntnis von Auftrittswahrscheinlichkeiten oder Annahme von Gleichverteilung)

best case Laufzeit ch(n) :=min{ Ty(x) | (x) <n}

Wenn man statt der Laufzeit den Platzbedarf analysiert, ergeben sich analoge Definitionen.
Ist Sy(x) die grofdte Adresse im Speicher, die A bei Eingabe x benutzt, so ist beispielsweise
SY¢(n) := max{S4(x) | (x) <n}.
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Die so genannte Komplexitdt eines Problems und die Komplexitdt eines Algorithmus wird wie folgt
definiert:

Definition 2.8 (Komplexitét eines Algorithmus). Sei A ein deterministischer (RAM-)Algorithmus,
der auf allen Eingaben hdlt. Die Laufzeit (Zeitkomplexitdt) von A ist eine Funktion f : N — N, wobei
f(n) die maximale Anzahl (worst case) an Schritten von A auf einer Eingabe der Ldnge n ist.

Definition 2.9 (Komplexitét eines Problems). Die Laufzeit desjenigen Algorithmus mit kleinster
Zeitkomplexitdt, der Problem P l6st, heifst Zeitkomplexitdt des Problems. Der Speicherplatzbedarf des
am wenigsten Speicherzellen benutzende Algorithmus, der Problem P [0st, heifst Platzkomplexitdt
des Problems.

Um sich gegenseitig schneller iiber Probleme, Algorithmen und Laufzeiten verstdndigen zu kon-
nen, werden {iblicherweise noch die Begriffe Linearzeit, Polynomialzeit, und dhnliche verwendet.
¢ Fiir einen Linearzeitalgorithmus A gilt: f,(n) < c - n fiir eine Konstante ¢
* Fiir einen Polynomzeitalgorithmus A gilt: f,(n) < ¢ - n* fiir Konstanten ¢ und k

* Ein Problem P ist ,in Polynomzeit 16sbar®, wenn es einen Algorithmus A, ein Polynom II
gibt, sodass f,(n) < I(n)

Man setzt dabei immer hinreichend gro3e n voraus, auch wenn dies nicht explizit erwdhnt wird.

Es folgen zwei weitere algorithmische Beispiele, an denen die neu eingefiihrten Begrifflichkeiten
gezeigt werden.

Beispiel: Inkrementierung einer binar dargestellten Zahl

Betrachten wir eine Addition von 1 auf eine andere Zahl:

Problem Addition um 1 im Binérsystem.
Eingabe Bindrdarstellung x,_; ...x, von x

Ausgabe Bindrdarstellung von x + 1

Ein Algorithmus fiir dieses Problem kdnnte im Pseudocode so aussehen:

falls (x[n-1] . x[0]) == (1 ... 1)
Gib Ergebnis (1 ® ... 0) aus.

sonst
Suche kritische Position, d.h. das kleinste i mit x[i] = 0.
Gib bearbeitete Eingabe (x[n-1] . x[i+1] 1 0 ... 0®) aus.
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Die {iblichen EffizienzmaRe ergeben dann folgende Ausdriicke:

Laufzeitanalyse Berechnet wird die Anzahl der verdnderten Bits. (Das entspricht der Laufzeit
einer Maschine, deren einzige elementare Operation ein bit-flip ist.)
worst case Bei Eingabe von (11...11) f“(n)=n
best case Bei Eingabe von z.B. (11...10) f™(n)=1

average case Verschiedene Anzahlen von Operationen werden mit gewissen Auftrittswahr-
scheinlichkeiten (Gleichverteilung iiber alle moglichen Eingaben) gewichtet:
¢ 1 Operation mit Wahrscheinlichkeit %

* 2 Operationen mit Wahrscheinlichkeit i

* 3 Operationen mit Wahrscheinlichkeit %

* n Operationen mit Wahrscheinlichkeit zin
00

1 1 1 =1 1
=>fac(")=1'§+2'2+3'§+'“=2 F-(1+1)52 S (D=2
i=0 i=0

Bei diesem Algorithmus liegt die average case Laufzeit nahe bei der best case Laufzeit. Es gibt aber
auch Beispiele, wo der average case nahe beim worst case oder auch mittig zwischen den Féllen
liegt.

Beispiel: Fibonacci-Zahlen

Als néchstes soll ein Vergleich zwischen der Laufzeit als Funktion der Eingabe und der Laufzeit
als Funktion der EingabegrofSe verdeutlicht werden:

Problem Berechnung der n-ten Fibonacci-Zahl.
Eingabe Natiirliche Zahl n mit Kodierung k = (n)

Ausgabe Laufzeit in Abhéngigkeit von n oder k

Zur Erinnerung: Die Fibonacci-Folge (F;);ey, ist rekursiv definiert. Die ersten beiden Fibonacci-
Zahlen sind F, = 0 und F; = 1 und alle weiteren Folgeglieder ergeben sich als Summe ihrer
beiden Vorgénger F,, = F,_; + F,_,. Ein erster (sehr langsamer) Algorithmus hat somit folgende
Form:

fib(n):
falls n <=1
Gib n aus.
sonst

Gib fib(n-1) + fib(n-2) aus.

Mit jedem zusétzlichen Folgeglied verdoppelt sich die Zahl der ausgefiihrten Operationen. Also
ist T(n) = O(2"), wobei n der Index der Fibonacci-Folge ist. Die Kodierung dieses Index hat
logarithmische Lénge in n, also k = (n). Dann ist die Laufzeit T (k) = 22,

30 2 Komplexitatstheorie

Ein zweiter Algorithmus geht wie folgt vor. Er errechnet erst F, aus F, unf F;, dann F5 aus den
beiden Vorgédngern u.s.w.

f0 := 0
f1 :=1
for i := 2 ton do
tmp := f1
f1 := f1 + {0
f0 := tmp
falls n == 0
Gib f0 aus.
sonst
Gib f1 aus.

Nach einer kurzen Initialisierung sind zur Berechnung jeder Fibonacci-Zahl drei zusétzliche
Operationen noétig. Die Laufzeit als Funktion der Eingabezahl ist also T(n) = O(n) und die
Laufzeit als Funktion der Eingabelinge mit k = (n) ist T(k) = 0(2K).

Wie schon beim Maxsummenproblem gibt es auch beim Fibonacciproblem einen noch effektiveren
Algorithmus mit etwas trickreicherer Herangehensweise. Zunéchst stellt man fest, dass die
Berechnung der Folgeglieder als lineares Gleichungssystem geschrieben werden kann:

Frpa )\ _ (1 1) [Frn baw B —AF
Fiir 10 F k1 k

Durch wiederholtes Anmultiplizieren von A lassen sich weitere Folgeglieder berechnen. Da die
Spalten von A als fl und ﬁo interpretiert werden konnen, folgt eine kompakte Darstellung:

n
- o F, F, 11
Fen=A"-F. und AR [
F, F,, 10

Ein Algorithmus konnte die n-te Fibonacci-Zahl folglich als (A") , finden. Der Ubergang zur
Bindrdarstellung des Index ermdéglicht eine sehr schnelle Berechnung der einzelnen Potenzen:

k
n= Z x; -2 mit x; € {0,1} und k = |log,(|n|)]
':o

Durch Einsetzen zerféllt die Potenzierung in Teilprodukte:

A" = AZ;;O xi-Zi = lL(!Axi'zi = l_[ AZi
i=

x;=1
0<i<k
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Beispielsweise gilt fiir eine Eingabe m = 13;, = 1001,, dass A!®> = A™*+8 = A. A*. A% ist. Die
Berechnung dieser Potenzen erfolgt dann durch wiederholtes Quadrieren:

0(k)—mal multiplizieren O(k)—mal quadrieren

A= A = (- (2))

Der Aufwand fiir die Potenzbildungen ist also O(k) und der Aufwand fiir das Aufmultiplizieren
ebenso. Die Laufzeit dieses Algorithmus ist somit T (k) = O(k). Aber Vorsicht! Unsere Analyse
beruht auf dem Unit-cost-Modell!!

Wenn man aber das log-cost-Modell heranzieht, ist die Uberlegenheit des letzten Algorithmus
gegeniiber dem zweiten Algorithmus gar nicht mehr klar: Es lésst sich namlich beobachten, dass
die Fibonacci-Zahlen exponentiell mit dem Eingabeparameter n wachsen, und damit wachsen
auch die Langen der Zahlen, die bei den Berechnungen auftreten, entsprechend an. Wie lang
werden die Bindrdarstellungen der Zahlen? Nun, wenn F, = ©(k") ist, fiir irgendein k > 1,
dann ist F,, = @(22k) und damit < F, >= ©(2%). Das heilt, man benétigt zwar nur wenige
arithmetische Operationen im dritten Algorithmus, aber die einzelnen Operationen werden auch
entsprechend aufwendig.

Ob tatsdchlich der dritte Algorithmus schneller ist als der zweite, wenn man sie als Programme
auf einem Computer ablaufen l4sst, kann also anhand unserer Analyse nicht vorhergesagt werden;
auch nicht, wenn wir von ,hinreichend grof3en Eingabedaten“ ausgehen.

2.4 Komplexitatsklassen

Zunachst werden zwei spezielle Typen von Problemen spezifiziert:

Definition 2.10. Ein Problem, das nur zwei mégliche Antworten (,ja“ und ,,nein®) besitzt, heifst
Entscheidungsproblem.

Definition 2.11. Ein Problem, bei dem aus einer (explizit oder implizit beschriebenen) Menge
moglicher Losungen  ein beziiglich einer Bewertungsfunktion f : Q — R bestes Element X mit
f(x) = max { f(x)|x € Q} gesucht wird, heifst Optimierungsproblem.

Beispiele fiir Entscheidungsprobleme sind , Ist n eine Primzahl?“ oder ,,Gibt es einen Losungsweg
beim Solitar-Brettspiel?“, ein Optimierungsproblem ist z.B. ,Finde einen bestmoglichen Flugplan
(beziiglich des Gewinns der Fluggesellschaft)“. Entscheidungsprobleme und Optimierungsproble-
me lassen sich ineinander umformulieren.
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2.4.1 Die Klassen P, NP, PSPACE

Mit Hilfe der O-Notation kénnen wir Probleme in Klassen aufteilen. Man konnte z.B. die Menge
aller Probleme mit Komplexitit O(n®) zusammenfassen und sagen, das sei eine Klasse. Eine
Klasse ist also eine Menge von Mengen. Oder man konnte die Menge aller Probleme so aufteilen,
dass alle Probleme, die in Polynomzeit 16sbar sind in einer Klasse zusammengefasst werden,
alle Probleme, die mindestens Exponentielle Laufzeit der Losungsalgorithmen erfordern in eine
andere Klasse kommen und alle anderen Probleme in einer dritten Klasse zusammengefasst
werden. Viele Varianten sind denkbar.

Besonderes Interesse gilt den Klassen mit den Namen P, NP, und manchmal auch der Klasse
PSPACE. Die Bedeutung dieser Kiirzel zu klédren ist die Aufgabe des Rests dieses Kapitels.

Die Klasse P ist die Menge derjenigen Entscheidungsprobleme, fiir die es einen Algorithmus gibt,
der worst case polynomielle Laufzeit besitzt und der das Entscheidungsproblem 16st. Man nennt
solche Probleme auch ,effizient 16sbare*“ Probleme. Formaler:

Definition 2.12. Gegeben sei ein Kodierungsschema E und ein Rechnermodell M. Betrachte ein
Entscheidungsproblem I, wobei jede Instanz aus I1 durch das Kodierungsschema E kodiert sei. Wenn
es einen auf M implementierbaren Algorithmus zur Losung aller Probleminstanzen aus II gibt, dessen
worst case Laufzeitfunktion auf M polynomiell ist, dann gehort 11 (beziiglich E und M) zur Klasse P

Beispiel: Solitar

Um ein Gefiihl fiir die Klassen P zu bekommen, betrachten wir zunéchst Problemstellungen bei
einem verallgemeinerten Solitar-Brettspiel. Man kann sich das Solitarbrett als aus 5 Komponenten
mit je 3 Feldern zusammengesetzt vorstellen. Ausserdem liegen in der Startposition auf allen
Feldern, bis auf das Feld genau in der Mitte, Steine. Eine einfache Verallgemeinerung geht so,
dass man Solitarbretter aus 5 Komponenten mit je n x n Feldern zusammensetzt. Eine beliebige
Teilmenge der Felder kann zu Beginn besetzt sein und somit eine Startposition definieren.

Problem Steine zdhlen im Solitar.
Eingabe Eine beliebige Startposition im n x n-Solitar

Ausgabe ,ja“ falls schon mehr als die Hélfte der Steine vom Brett ist. ,,nein“, falls noch
mindestens die Hélfte {ibrig ist.

Dieses Problem wird intuitiv als leicht empfunden. Die Gr6f3e der Eingabe hangt hauptsdchlich
von der Anzahl der Felder, und damit von n ab. Man sieht sofort einen Polynomialzeitalgorithmus,
der das Problem 16st. Das Problem liegt in P

Problem Ziige planen im Solitar.
Eingabe Eine beliebige Startposition im n x n-Solitdr

Ausgabe ,ja“, wenn es einen Weg gibt, Steine so zu schlagen, dass genau ein Stein in der
Mitte des Spielbretts iibrig bleibt. ,,nein“, falls es keinen solchen Weg gibt.
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Abbildung 2.4: Grafik einiger Solitar-Bretter.

Die meisten Brettspiele bieten ein gut implementierbares Regelwerk und erlauben das Formulieren
vieler Entscheidungsfragen. Wie leicht ein solches Problem zu I6sen ist, misst man daran, ob
ein Algorithmus existiert, der beliebig groBe Instanzen des Problems hinreichend schnell oder
platzsparend I6sen kann.

Dieses Problem hingegen erscheint intuitiv schwieriger zu sein. Immerhin, wenn es einen Weg
gibt, und man diesen Weg mit zu der Eingabe hinzutut, 146t sich die Losung zumindest in
Polynomzeit nachvollziehen: Man braucht nur der vorgegebenen Losung zu folgen. Das Problem
hat also eine etwas andere Charakteristik als das reine Zahlproblem zuvor. Die Klasse NP ist wie
folgt definiert:

Definition 2.13. Ein Entscheidungsproblem TI gehort zur Klasse NB wenn gilt:

* Fiir jedes Problembeispiel I € 11, fiir das die Antwort ,ja“ lautet, gibt es (mindestens) ein Objekt
Q, mit dessen Hilfe die Korrektheit der Antwort ,ja“ iiberpriift werden kann.

* Es gibt einen Algorithmus, der Problembeispiele I € T1 und Zusatzobjekte Q als Eingabe
akzeptiert und dessen Laufzeit polynomiell in (I) + (Q) ist, der tiberpriift, ob Q ein Objekt ist,
aufgrund dessen eine ,ja“-Antwort gegeben werden muss.

* Es wird keine Aussage dariiber gemacht, wie Q berechnet wird. Q kann geraten werden.

* Die einzige Aussage, die iiber ,nein‘“-Antworten gemacht wird, ist, dass es einen Algorithmus
geben muss, der korrekt ,ja“ oder ,nein“ entscheiden kann.
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Anmerkung: Man kann die Klasse NP auch iiber eine so genannte nicht-deterministische RAM
definieren. Eine solche Maschine ist eine RAM mit dem zusétzlichen Befehl ,goto L1 or goto
L2;“. Da dies die urspriingliche Definition ist, sie aber ohne eingehende Diskussion iiber Nicht-
determinismus schwer zu verstehen ist, wird sie lediglich der Vollstdndigkeit halber angegeben.
Beide Definitionen sind gleichwertig, und fiir diese Veranstaltung gentigt die erste.

Definition 2.14 (gleichwertig zu Definition 2.13). Ein Problem II ist in NE wenn es einen (mdgli-
cherweise nicht-deterministischen) Algorithmus A gibt, so dass es fiir jedes Problembeispiel I € II, fiir
das die Antwort ,ja“ lautet, einen Berechnungsweg von A gibt, der polynomielle Léinge in (I) besitzt.
Fiir Instanzen, fiir die die Antwort ,,nein“ ist, darf A auf keinem Berechnungsweg die Antwort ,jja“
ausgeben. Fiir alle Instanzen muss A irgendwann halten.

Das zweite Solitdrproblem ist also in der Klasse NP. Ob es auch in der Klasse P ist, wissen wir an
dieser Stelle nicht. Nur weil man nicht sofort sieht, wie ein Polynomialzeitalgorithmus arbeiten
wiirde, heilt das ja nicht, dass es keinen gibt. In den bisherigen Beispielen waren ja auch die
schnellsten Algorithmen nicht die offensichtlichsten.

Das SAT Problem

Seien xy, ..., X, boolsche Variablen, die die Werte true (1) oder false (0) annehmen kénnen. Es
sollen folgende GesetzmiaRigkeiten fiir boolsche Ausdriicke gelten: x V y = false genau dann,
wenn x = false und y = false. x Ay = true genau dann, wenn x = true und y = true.
Dariiber hinaus soll genau dann x = true gelten, wenn x # false.

Definition 2.15. Eine boolesche Funktion f(xq,Xs,...,X,) , fiir die es eine Wertebelegung fiir
X1,Xg, ..., X, gibt, so dass f(xq,Xy,...,x,) =1 ist, heifst erfiillbar.

Zum Beispiel ist die Funktion
f,y,2) = (xVy)A(zVaxVv-ay) A (xV-g)
erfiillbar, denn die Belegung x =1,y = 0,z = 0 liefert
f(1,0,0) = (1vO) A(OV—-1Vv-0)A(1Vv-0)=1

Damit wird das SAT-Problem definiert:

Problem Erfiillbarkeit einer booleschen Funktion.
Eingabe Eine boolesche Funktion ®(x1, x5, ..., X,).

Ausgabe ,ja“ falls es eine Belegung fiir x1, x5, ..., X, gibt, so dass ®(x;,x,,...,x,) =1 ist.
Lhein®, falls keine solche Belegung existiert.
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Im Allgemeinen ist ein SAT-Problem natiirlich mit exponentieller Laufzeit (in der Anzahl der
Variablen) entscheidbar, indem alle Wertebelegungen durchprobiert werden. Es ist nicht bekannt,
ob auch polynomielle Algorithmen existieren, jedoch ist die Vermutung, dass es fiir dieses Problem
keinen Polynomzeitalgorithmus gibt. SAT ist so zu sagen die Mutter aller Probleme, von denen
man vermutet, dass sie in NP, aber nicht in P liegen.

2.4.2 Abhéangigkeiten der Klassen

Die Klassen P und NP decken einen GroRteil der in der Literatur vorzufindenden Problemstellun-
gen ab. Weitere interessante Klassen sind PSPACE und EXPTIME:

Klasse P Klasse aller Probleme, die von einer deterministischen RAM in Polynomzeit gelost
werden kénnen.

Klasse NP Klasse aller Probleme, die von einer nichtdeterministischen RAM in Polynomzeit gelost
werden konnen.

Klasse PSPACE Klasse aller Probleme, die von einer deterministischen RAM mit polynomiell viel
Platz gel6st werden konnen.

Klasse EXPTIME Klasse aller Probleme mit einfach exponentieller Laufzeit:
EXPTIME = | J, TIME(2").

Vieles ist noch ungeklért iiber den Zusammenhang zwischen diesen Klassen. Sicher weiss man
nur, dass P # EXPTIME und

P € NP € PSPACE € EXPTIME

Man vermutet dariiber hinaus, dass alle diese Inklusionen echt sind, d.h.

P < NP ¢ PSPACE c EXPTIME

EXPTIME
PSPACE

ok

Abbildung 2.5: Schematische Darstellung zur Inklusion der Komplexitatsklassen.
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2.4.3 Einordnung von Problemen

Nicht immer l4sst sich leicht beurteilen, in welcher der kennengelernten Klassen ein konkretes
Problem liegt. Immerhin muss zur Einordnung ein Algorithmus mit hinreichend guter Laufzeit
gefunden oder die Existenz eines solchen widerlegt werden. Besonders letzteres ist oft sehr
schwer zu zeigen. So hat man es zu noch keinem Problem in A% hinbekommen, einen Beweis
dafiir zu finden, dass das Problem nicht in polynomialer Zeit 1dsbar ist, denn sonst wiisste man
ja, dass & # N P.

Hilfreich ist bei der Einordnung von Problemen oft die Technik der Reduktion. Die Idee ist
es dabei, ein unbekanntes Problem zu einem bereits klassifizierten Problem in Beziehung zu
setzen. Wenn man es namlich schafft, Instanzen eines Problems P so in Instanzen eines anderen
Problems Q umzubauen, dass die Antwort zu einer Instanz in P genau dann ,ja“ ist, wenn
die Antwort in der umgebauten Instanz des Problems Q ebenfalls ja ist, hat man diese beiden
Probleme aneinandergekoppelt. Wenn sich der Umbau der Instanzen pro Instanz auch noch
in polynomieller Zeit realisieren lésst, sind die beiden Probleme in gewissem Sinne sehr eng
aneinander gekoppelt worden. Gibt es ndmlich fiir Q einen effizienten Algorithmus (also einen
polynomiellen), dann gibt es auch fiir P einen effizienten Algorithmus. Andersherum, wenn es
fiir P keinen effizienten Algorithmus gibt, gib es auch keinen fiir Q.

Der Reduktionsmechanismus sieht im Detail wie folgt aus.

Definition 2.16. Seien P und Q Probleme und seien Lp und L, die Mengen der Instanzen der
Probleme P und Q, fiir die die Antwort ,,ja“ ist. Sei zudem % ein Alphabet zur Problemkodierung und
=* die Menge aller Symbolketten, die aus dem Alphabet ¥ erzeugt werden konnen. Wenn es eine von
einem deterministischen Algorithmus in Polynomgzeit berechenbare Funktion f : ©* — ¥ gibt, so
dass

x€lp & f(x)el,

gilt, dann heifSt P polynomiell reduzierbar auf Q. Man schreibt P <, Q.

Man sagt, P ist nicht schwerer als Q bzw. Q ist mindestens so schwer wie P

NP-schwierig und NP-vollstindig

Im Studium der ADM und der Optimierungsvorlesungen Optimierung I-IIl werden fast ausschlief3-
lich Probleme, die zu den Klassen P und NP gehdren, von Relevanz sein. Im Folgenden wird
deswegen ein Schwerpunkt auf die so genannte NP-Schwere und die NP-Vollstindigkeit gelegt.
Schwere und Vollstandigkeit konnen aber auf sdmtliche andere Klassen {ibertragen werden.

Definition 2.17. Eine Sprache S heifst NP-schwer (oder NP-schwierig, NP-hard), wenn jede Sprache
aus NP mit einer Polynomzeit-Reduktion auf S reduziert werden kann, d.h. wenn VL € NP: L <, S.

NP-schwierige Probleme sind also mindestens so schwer wie andere NP-Probleme.
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Q-Instanzen

P-Instanzen

\

nein

Abbildung 2.6: Reduktion eines Problems.

Ein Problem ist definiert als eine Relation zwischen der Menge seiner Instanzen und ihrer Lésungen
(vgl. Abschnitt 2.2). Wenn die Mengen der Instanzen zweier Probleme P und Q in kodierter Form
vorliegen, kénnen sie durch Algorithmen ineinander tberfihrt werden. Falls es gelingt einen
Algorithmus zu finden, der polynomielle Laufzeit hat und der alle ,ja"-Instanzen des Problems
P auf ,ja"-Instanzen des Problems Q abbildet (und analog ,,nein“-Instanzen von P auf ,nein”-
Instanzen von Q), dann kann man das Problem P offenbar I6sen, indem man es nach Q reduziert
und Q 16st. (Frage: was ist mit Symbolketten, die gar keine Kodierungen des Problems P bzw. Q
sind?) Da die Reduktion in polynomieller Zeit berechnet wird, wird sich die Komplexitdt von P im
groben Raster der Klassen P, NP, PSPACE, EXPTIME nicht nennenswert von der Komplexitat von
Q unterscheiden.

Satz 2.4. Falls eine NP-schwierige Sprache in P ist, gilt P=NP

Beweis. Wenn S € B folgt aus L <, S, dass auch L € P |

Definition 2.18. Eine Sprache S € NP heifst NP-vollstindig (NP-complete), wenn S NP-schwierig ist.

NP-vollstindige Probleme sind also genauso schwierig wie andere NP-vollstdndige Probleme.

Satz 2.5. Falls eine NP-vollstdndige Sprache in P ist, dann gilt P=NP

Beweis. Eine NP-vollstdndige Sprache ist per Definition NP-schwierig. Damit folgt die Behauptung
aus Satz 2.4. O

Die Probleme 3-SAT und CLIQUE

Nach ihrem abstrakten Einsatz soll die Reduktionstechnik an einem Beispiel vorgefiihrt werden.
Das so genannte 3-SAT-Problem ist ein Spezialfall des zuvor untersuchten Erfiillbarkeitsproblems
der Aussagenlogik, bei dem die Form der booleschen Funktion eingeschrankt wird. Das CLIQUE-
Problem auf einem Graphen beschiéftigt sich mit der Suche nach vollstdndigen Teilgraphen,
d.h. es werden Teilmengen der Knotenmenge gesucht, deren Knoten paarweise durch Kanten
verbunden sind. Die Probleme lassen sich wie folgt formalisieren:

Definition 2.19. Eine Formel der Aussagenlogik ist in konjunktiver Normalform (CNE conjunctive
normal form), wenn sie eine Konjunktion von Disjunktionstermen ist. Eine Formel ist in k-CNE wenn
sie in konjunktiver Normalform ist und jeder Disjunktionsterm maximal k Variablen enthdlt.
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Abbildung 2.7: Schematische Darstellung zu NP-schwierig und NP-vollstandig.

Der Kreis stellt jeweils die Klasse NP dar, die Punkte sind Probleme. Ein NP-schwieriges Problem ist
mindestens so schwierig wie Probleme in NP, da alle NP-Probleme in polynomielleler Zeit darauf
reduziert werden konnen. Von NP-vollstdndigen Problemen wird zusé&tzlich gefordert, dass sie
selbst in NP liegen. Sie sind somit die schwierigsten aller in NP liegenden Probleme.

Problem Erfiillbarkeit einer booleschen Funktion in 3-CNE
Eingabe Eine boolesche Funktion in 3-CNE

Ausgabe ,ja“ falls es eine Belegung der Variablen gibt, so dass die Funktion erfiillt wird.
Hhein“, falls keine solche Belegung existiert.

Definition 2.20. Sei G = (V,E) ein Graph mit Knoten V und Kanten E. Eine Clique ist eine
Teilmenge V; C V, sodass jeder Knoten aus V, mit jedem anderen Knoten aus V durch eine Kante
aus E verbunden ist. Eine k-Clique ist eine Clique mit genau k Knoten.

Problem Existenz einer k-Clique in einem Graphen.
Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine natiirliche Zahl n

Ausgabe ,ja“, falls der Graph eine Clique der Grof3e k enthélt. ,nein“, falls keine Teilmenge
von V eine k-Clique von G ist.

Das 3-SAT-Problem ist nicht schwerer als das CLIQUE-Problem, wie folgender Satz zeigt:

Satz 2.6. Es gilt: 3-SAT <,, , CLIQUE.

Beweis. Zu zeigen: Es existiert eine Reduktionsfunktion im Sinne von Definition 2.16.

Sei f(®) = (G, k) eine Funktion, die eine Formel der Aussagenlogik in 3-CNF in einen Graphen
G iberfiihrt. Fiir jede Disjunktion C in & werden drei Knoten angelegt, die mit den Literalen
(d.h. den Variablen oder negierten Variablen) der Disjunktion bezeichnet werden. Zwischen
zwei Knoten wird genau dann eine Kante eingefiigt, wenn die beiden Knoten nicht zur selben
Disjunktion gehoren und die beiden Knoten nicht einer Variablen und ihrer negierten Variablen
entsprechen.

2.4 Komplexitatsklassen 39



3-SAT s, Clique

Y= (x1Va1Va) A
@IV TV T3) A
(ﬂ\/:tg\fxg)

kann reduziert
— werden auf
3-SAT

Clique

ist nicht
schwerer als

Abbildung 2.8: Skizze der Problemreduktion von 3-SAT nach CLIQUE.

Der linke Kasten stellt symbolisch eine boolesche Funktion in 3-CNF dar, der rechte Kasten einen
Graphen mit einer 4-Clique. In der Mitte sind Instanzen der Probleme 3-SAT und CLIQUE durch
Punkte visualisiert. Die Pfeile deuten eine polynomielle Abbildung an, die 3-SAT auf CLIQUE
reduziert. Die Abbildung verdeutlicht, wie die gesuchte Reduktionsfunktion, die zeigt, dass
CLIQUE mindestens so schwer ist wie 3-SAT, beschaffen sein soll.

Behauptung: Eine erfiillende Belegung in & existiert genau dann, wenn eine k-Clique in G
existiert, d.h. die f(®) ist eine korrekte Reduktionsfunktion.

Die Aquivalenz wird durch zwei Implikationen gezeigt:

Angenommen, es existiert eine erfiillende Belegung in ®. Dann liefert diese Belegung in jeder
Disjunktion mindestens ein Literal mit Wert 1, denn sonst wire sie nicht erfiillend. Wéhlt
man aus jeder Knotenmenge einer Disjunktion einen beliebigen Knoten, der zu solch einem
1-Literal gehort, dann besteht die Auswahl aus k Knoten. AufRerdem sind diese Knoten per
Konstruktion paarweise durch Kanten verbunden, denn eine Variable und ihre Negation kénnen
nicht gleichzeitig 1 sein. Es existiert also eine k-Clique in G.

Umgekehrt angenommen, es existiert eine k-Clique in G. Dann gehort jeder Knoten dieser Clique
zu einer anderen Klausel. Aus der Forderung, dass die zugehorigen Literale den Wert 1 annehmen
miissen, ergibt sich die gesuchte Variablenbelegung. Das Verfahren fiihrt zu keinem Widerspruch
in der Belegung, da keine Kanten zwischen dem Knoten eines Literals und dem Knoten seines
negierten Literals existieren.

Bleibt zu zeigen: Die Reduktionsfunktion hat polynomielle Laufzeit.

Die Reduktion besteht aus der Konstruktion der Knoten und der Kanten. Beides benétigt hochstens
quadratische Zeit in der Anzahl der Variablen. Also ist die Reduktionsfunktion polynomiell. [J
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Abbildung 2.9: Schematischer Ablauf der Reduktion von 3-SAT zu CLIQUE.

Die Reduktionsfunktion des 3-SAT-Problems zum CLIQUE-Problem erstellt aus einer booleschen
Funktion einen Graphen. Dargestellt ist die schrittweise Konstruktion entsprechend Satz 2.6 zur
Formel ¢ = (x7 V x1 V x3) A (X1 V Xq V X3) A (X1 V X5 V X5), wobei das erste Bild den Entwurf
der Knoten und das fiinfte Bild den fertigen Graphen darstellt. Bild sechs zeigt am Beispiel der
Wertebelegung x; = 0, x, = 1, dass der Graph tatsachlich eine 3-Clique enthélt.
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Kapitel 3

Algorithmen auf Graphen

Viele Alltagsprobleme lassen sich sehr einfach und elegant mit Hilfe von Graphen modelieren.
Ein sehr altes, bekanntes Beispiel der Graphentheorie ist das Kénigsberger Briickenproblem, bei
dem untersucht wird, ob es einen Rundgang durch eine Stadt gibt, bei dem jede der sieben
Briicken genau einmal benutzt wird. Der eigentliche Problemgehalt 14sst sich als Ansammlung
von Knoten und Kanten darstellen, die die Topologie des Stadtplans abstrakt wiedergeben. Auf
dhnliche Weise lassen sich viele Problem, die Wege, Netzwerke, Nachbarschaften oder Fliisse
behandeln, auf dhnliche Graphen zuriickfithren und mit einer kleinen Zahl vielseitig einsetzbarer
Graphenalgorithmen 16sen.

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfithrung in die Graphentheorie und fiihrt die notigen Begriffe
ein. In den darauffolgenden Abschnitten werden typische algorithmische Fragestellungen und
Losungsalgorithmen vorgestellt.

3.1 Grundlagen zu Graphen

Nachdem in der Einfithrung schon informell iiber Graphen gesprochen wurde, folgt schlief3lich
eine ordentliche Definition. Man unterscheidet zwei Typen von Graphen:

Definition 3.1. Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V,E), wobei E C { {u, v} |u,v € V }. Die
Elemente von E sind (ungeordnete) Mengen von Elementen aus V. Elemente aus V heifSen Knoten,
Elemente aus E heifsen Kanten.

Definition 3.2. Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V,E), wobei E C { (u,v) |u,v € V }.
Die Elemente von E sind (geordnete) Paare von Elementen aus V. Elemente aus V heifsen Knoten,
Elemente aus E heifsen gerichtete Kanten oder Bigen.

Abbildung 3.1: Schema eines gerichteten und eines ungerichteten Graphen.

Graphen sind abstrakte Knotenmengen, die paarweise durch Kanten verbunden sein kénnen.
Sind die Kanten ungerichtet (dargestellt durch eine Linie), reprasentieren sie z.B. einen Weg oder
eine Beziehung. Eine gerichtete Kante (dargestellt durch einen Pfeil) kann z.B. ein hierarchisches
Verhéltnis oder eine Flussrichtung wiedergeben.
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Nachbarschaftsbeziehungen

Um verschiedenste Eigenschaften von Graphen besser untersuchen zu kénnen, ist es sinnvoll,
Begrifflichkeiten fiir die Nachbarschaftsbeziehungen von Knoten und Kanten einzufiihren:

Definition 3.3. Ein Knoten v heifst mit einer Kante e inzident, wenn v € e. Zwei Knoten x und y
heifSen adjazent in G, wenn {x,y} € E.

Definition 3.4. Der Grad eines Knotens v ist die Anzahl der mit v inzidenten Kanten. Sind alle
Knoten von G paarweise adjazent, heifst G vollstdndig oder wird Clique genannt.

v e X y
o

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung von Inzidenz und Adjazenz.

Die Begriffe inzident und adjazent beschreiben, ob ein Knoten mit einer Kante verbunden ist oder
ob zwei Knoten durch eine Kante miteinander verbunden sind. Mit diesen kleinsten Beziehungen
werden groBere Zusammenhange beschrieben.

Definition 3.5. Ein Graph heifst bipartit, wenn sich V in zwei diskunkte Teile V; und V, teilen ldsst,
so dass jede Kante in E einen Endknoten in V; und einen Endknoten in V, besitzt.

Za\g>==q

Abbildung 3.3: Darstellung einer Clique und eines bipartiten Graphen.

Eine Clique (ein vollstandiger Graph) ist ein Graph, in dem jede mdgliche Kante existiert. Sie
wird haufig als Teilgraph eines gréBeren Graphen untersucht. Ein bipartiter Graph lasst sich
so in zwei Teile zerlegen, dass innerhalb jedes der zwei Teile kein Knoten mit einem anderen
verbunden ist, und alle Kanten reichen von einem Teil in den anderen. Solche Strukturen treten
bei Zuordnungsproblemen auf.

Satz 3.1. Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er nur Kreise gerader Linge enthdlt.

Beweis. Ubung. O
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3.1.1 Kodierung von Graphen

Graphen miissen ebenso wie andere Datenstrukturen im Computer kodiert gespeichert werden.

Es gibt mehrere Anséitze, die den Speicherbedarf, aber méglicherweise auch die Laufzeit von
Algorithmen beeinflussen.

Definition 3.6. Ist G = (V, E) ein Graph mit n = |V| Knoten und m = |E| Kanten, so sieht eine
Kantenliste wie folgt aus:

n,m,{ay, e}, {ay, e}, ..., {a,, e} wobei {a;,e;} Endknoten der Kante i sind
Die Reihenfolge der Kanten innerhalb der Liste ist beliebig. Bei Schleifen an einem Knoten v wird
{v, v} eingefiigt. Bei gerichteten Graphen ist zu beachten, dass immer zundchst der Anfangsknoten
und dann der Endknoten reprdsentiert wird.
V.
3 v,

Abbildung 3.4: Beispiel zur Konstruktion einer Kantenliste.
Gegeben sei der dargestellte Graph mit den Knoten vy, v,, v3, v4. Er hat vier Knoten und sechs

Kanten. Daher lautet eine Kantenliste: 4,6, {vy, Uo}, {vs, 4}, {v4, U4}, {vs, U4}, {10, U5}, {5, 11}

Kantenlisten sind nicht eindeutig, da die Reihenfolge der Kanten beliebig ist. Schleifen an Knoten
sind selten relevant und sind hier nur der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt.

Kanten konnen auch ein Gewicht oder Kosten haben. Dann gibt es eine Kostenfunktion ¢ : E —» R
und das Gewicht wird schematisch neben die zugehorige Kante geschrieben. Die Gewichte
werden kodiert, indem man fiir jede Kante das Gewicht dazu notiert. Eine Kantenliste erfordert

2m + 2 Speicherstellen zur Speicherung, eine Kantenliste mit Gewichten erfordert 3m + 2 Zellen.

Definition 3.7. Sei G = (V, E) ein einfacher Graph mit den Knoten 1,...,n. Dann heift die Matrix
A e RV™ mit
A = { 1 falls i und j durch eine Kanten verbunden sind,
Y 0 sonst

die Adjazenzmatrix von G. Falls G ein ungerichteter Graph ist, ist A symmetrisch und es reicht, die
obere Dreiecksmatrix zu speichern. Hat G Kantengewichte, so setzt man

A..=
Y 0,+00,00 sonst, je nach Bedarf

{c((i,j)) falls i, € E

Der Speicherbedarf einer Adjazenzmatrix betrdgt O(n?) Zellen.

44 3 Algorithmen auf Graphen

Vy \7 1 2
V3 V3
0110 0110
1011 0010
1101 00O00O0
0111 0111

Abbildung 3.5: Beispiel zur Konstruktion einer Adjazenzmatrix.

Adjazenzmatrizen enthalten prinzipiell nicht mehr Informationen als Kantenlisten. Die Anzahl der
Zeilen und Spalten entspricht der Anzahl der Knoten und die 1-Eintrdge der Matrix beschreiben
die Kanten des Graphen. (Im gerichteten Graphen entspricht die Anzahl der Einsen in der Matrix
der Anzahl der Kanten, im ungerichteten Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch.) Ein Vorteil
der Adjazenzmatrix ist, dass man schnell alle Kanten eines Knoten finden kann, wohingegen man
in der Kantenliste alle Kanten liberprifen muss. Nachteil ist der erhéhte Speicherbedarf.

Ein weiteres Problem ist die Berechnung der Kantenanzahl jedes Knotens. Auch diese Information
lésst sich vorab mit in die Datenstruktur aufnehmen:

Definition 3.8. Speichert man fiir einen Graphen G = (V,E) die Anzahl von Knoten, und fiir
jeden Knoten seinen Grad und seine Nachbarknoten, so nennt man solch eine Datenstruktur eine
Adjazenzliste von G. Der Speicherbedarf ist O(n + m).

Knoten Grad Nachbarn

2 Vs
1 2 2,3
2 3 1,3,4
A 3 3 1,2,4
Vg
4 3 2,3,4

Abbildung 3.6: Beispiel zur Konstruktion einer Adjazenzliste.

Zu jedem Knoten wird zum einen der Grad des Knotens und zum anderen eine Liste der benach-
barten Knoten gespeichert. Die Liste der Nachbarn enthélt implizit die Kanteninformation und
eignet sich um den Graphen zu durchlaufen.
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3.1.2 Spezielle Graphen

Viele Probleme beschiftigen sich mit dem Traversieren von Graphen:

Definition 3.9. Ein Weg (oder Pfad) in einem (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G = (V, E)
ist eine Folge von Knoten (vy, 4, ..., V) aus V, so dass fir alle i € {1, ..., k} gilt, dass (v;_1,v;) €E
(bzw. {v;_,,v;} € E) eine Kante ist. Ein Weg heifst einfach, falls in der Folge (v, ..., v;) kein Knoten
mehrfach auftritt. Ein einfacher Weg heifSt Kreis, falls (v, = vi). Ein Graph heif3t azyklisch (oder
kreisfrei), falls es in ihm keinen Kreis gibt.

Vorsicht: Diese Definitionen sind so, wie sie meistens in der Literatur auftreten. Sie unterscheiden
sich damit ein klein wenig von den ADM-Vorlesungen der Vorjahre, wo es eine Unterscheidung
zwischen Wegen und Pfaden gab.

Definition 3.10. Ein Graph heifst zusammenhdngend, falls es zu jedem Knotenpaar v,w €V einen
Weg von v nach w gibt. Die zusammenhdngenden Teile von G heifSen Zusammenhangskomponenten.

Definition 3.11. Ein Baum ist ein zusammenhdngender Graph, der keine Kreise enthdlt. Ein Wald

ist ein Graph, der keine Kreise enthdlt, also eine Ansammlung von Bdumen.

Definition 3.12. Der zu G = (V,E) komplementdre Graph G’ ist der Graph G’ = (V,E’) mit
(i,j)eE < (i,j) € E.

Satz 3.2. Mindestens einer der Graphen G oder G’ ist zusammenhdngend.

Beweis. Ubung. O

Definition 3.13. G’ = (V’, E’) heif3t Untergraph (oder Teilgraph) von G = (V, E), falls V' C V und
E' CE ist. G’ C G heifst aufspannender Untergraph von G, falls zusditzlich V' =V gilt.

Baum Baum

zusammen: ein Wald

Abbildung 3.7: Darstellung eines Baumes und eines Waldes.

Ein Baum ist ein zusammenhangender Graph, der keine Kreise enthéalt. Man sieht leicht ein,
dass es dann zwischen zwei beliebigen Punkten immer genau einen einfachen Weg gibt. Zur
Behandlung von Probleme auf Baumen gibt es spezielle Algorithmen. Einen Graphen, der aus
mehreren Baumen besteht, nennt man einen Wald.
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@)
Graph Komplement

Abbildung 3.8: Darstellung eines komplementéren Graphen.

Der zu einem Graphen komplementédre Graph ist konstruierbar, indem man alle Kanten des
Ursprungsgraphen entfernt und zwischen allen Knoten eine Kante legt, wo urspriinglich keine
Kante war.

Abbildung 3.9: Darstellung eines Untergraphen und eines aufspannenden Baumes.

Ein Untergraph ist ein Graph, der aus einer Teilmenge der urspriinglichen Knotenmenge und einer
Teilmenge der urspriinglichen Kantenmenge besteht. Wenn der Untergraph alle Originalknoten
enthélt und nur Kanten fehlen, spricht man von einem aufspannenden Untergraphen. Ist dieser
aufspannende Untergraph zudem noch ein Baum, handelt es sich um einen aufspannenden
Baum.

3.1.3 Beispiele fiir Problemstellungen

Wie schon erlautert, konnen mit Hilfe von Graphen viele Probleme modelliert werden. Zum
Abschluss wollen wir einige Beispielprobleme betrachten.

Sei G = (V, E) ein Graph (gerichtet oder ungerichtet).
Problem 1 Eingabe Graph G in Adjazenzlistenform.

Ausgabe ,ja“, wenn G einen Kreis enthélt. ,nein“, sonst.
Problem 2 Eingabe Graph G in Adjazenzlistenform.

Ausgabe Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G.
Problem 3 Eingabe Graph G in Adjazenzlistenform.

Ausgabe Fiir jede Zusamenhangskomponente ein aufspannender Baum.
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3.2 Graphensuche

Wir betrachten zwei Standardalgorithmen zum Traversieren bzw. Durchsuchen eines Graphen.
Ziel dieser Algorithmen ist in der Regel, einen Knoten mit bestimmten Eigenschaften zu finden.
Die Wahl des Suchalgorithmus ist im Prinzip egal, kann aber die Laufzeit erheblich beeinflussen.

3.2.1 Depth-First Search (DFS) Algorithmus

Die Tiefensuche (Depth-First Search) ist ein Algorithmus zum Traversieren eines Graphen. Dabei
wird jeder Weg zunéchst so weit wie moglich abgesucht, indem vom zuletzt besuchten Knoten
weitergegangen wird. Sobald nicht weiter ,,in die Tiefe“ gesucht werden kann, werden andere
Wege verfolgt. Die genaue Reihenfolge héngt von der Représentation des Graphen ab.

Problem Tiefensuche (Traversierung eines Graphen in die Tiefe).

Eingabe Ein Graph G = (V,E) in Form von Adjazenzlisten, d.h. fiir jeden Knoten v ist eine
Adjazenzliste adj[v] gegeben.

Ausgabe FEine Partition der Kantenmenge E in einen aufspannenden Wald T und die {ibrigen
Kanten B,dh. BUT =Eund BNT = .

Der Graph wird in Form von Adjazenzlisten eingelesen, da der Algorithmus auf den Knoten des
Graphen operiert und zu jedem Zeitpunkt nur die lokale Topologie kennen muss, also Anzahl
und Ziel der abgehenden Kanten.

Der aufspannende Wald beschreibt den Weg, den der Algorithmus beim Durchlaufen des Graphen
genommen hat. (Die bei Verzweigungen gewédhlte Reihenfolge geht bei dieser Darstellung
verloren. Sie spielt aber auch keine Rolle, da sie von der nicht eindeutigen Darstellung der
Adjazenzlisten abhing.)

Beschreibung des Algorithmus

Der DFS-Algorithmus beruht auf der Idee, dass er sich besuchte Knoten merken kann und mit
Hilfe dieser Information {iber den weiteren Weg entscheidet. Um sein ,,Gedachtnis“ visuell zu
veranschaulichen, ordnet man den Knoten eine Farbe zu.

Zu Beginn sind alle Knoten unentdeckt und werden weil3 gefarbt. Dann werden bei einem
Startknoten beginnend Schritt fiir Schritt die Knoten abgelaufen. Wird ein Knoten entdeckt
(also ein weilier Knoten besucht), so wird dieser grau gefarbt und wieder ein Nachfolger dieses
Knotens gesucht.

Rekursiv wird dies weitergefiihrt, bis ein Knoten keinen weilfen Nachfolger mehr hat. Er wird
dann als abgearbeitet betrachtet und schwarz gefarbt. Anschlieend wird bei seinem letzten
noch nicht abgearbeiteten (grauen) Vorganger fortgefahren, indem dort nach weiteren noch
unentdeckten (weillen) Nachfolgern gesucht wird. Dies lauft solange, bis alle Knoten abgearbeitet
wurden, also schwarz geférbt sind.
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Zusétzlich merkt der Algorithmus sich nebenbei noch zwei Zeitstempel d und f, wobei fiir
jeden Knoten der Entdeckungszeitpunkt (Knoten wird grau) in d und der Beendigungszeitpunkt
(Knoten wird schwarz) in f gespeichert wird. (Der Begriff Zeit wird hier diskret im Sinne von
Arbeitsschritten verwendet.) Aullerdem existiert eine Liste pred, in welcher der (eindeutige)
Vorgénger jedes Knotens gespeichert wird.

Der Pseudocode des Algorithmus lasst sich in eine Hauptfunktion DFS (zur Initialisierung) und
eine Hilfsfunktion DFS-Visit (zum Abarbeiten eines Knotens) gliedern:

Listing 3.1: DFS-Algorithmus (depth-first search), rekursive Version

1 DFS (graph G):

2 for each node u in V(G) do
3 color[u] := white

4 pred[u] := nil

5 time := 0

6 for each node u in V(G) do
7 if color[u] == white

8 DFS-Visit (u)

9

10 DFS-Visit (node u):

11 color[u] := grey

12 time := time + 1

13 d[u] := time

14 for each node v in adj[u] do
15 if color[v] == white
16 pred[v] :=u

17 DFS-Visit (v)

18 color[u] := black

19 time := time + 1

20 flu] := time

Die Funktion DFS farbt zu Beginn alle Knoten weil3, setzt die Zeit auf O und legt fest, dass zu
jedem Knoten noch kein Vorgénger bekannt ist (nil). Desweiteren ruft sie fiir alle Knoten die
Hilfsfunktion DFS-Visit auf, um sicherzustellen, dass jeder Knoten mindestens einmal besucht
wird. (Andernfalls wiirden nur solche Knoten besucht werden, die {iber Vorgédngerknoten mit
einem vorzugebendem Startknoten der gleichen Zusammenhangskomponente verbunden sind.
Im Allgemeinen wére das unzureichend.)

Die Funktion DFS-Visit fiihrt zum eigentlichen Durchlaufen des Graphen, da sie die Knoten
farbt und sich rekursiv fiir die Nachfolger aufruft. DFS-Visit (u) farbt also zunédchst den Knoten
u grau, erhoht die Zeit und speichert den Entdeckungszeitpunkt von u in d[u]. Dann speichert
sie den Knoten u fiir alle weillen Nachbarn als Vorgénger in pred und ruft sich selbst fiir diese
Nachbarn auf. Zuletzt farbt DFS-Visit den Knoten u noch schwarz, erhoht die Zeit erneut und
speichert den Beendigungszeitpunkt von u in f [u].

Der schematische Ablauf des DFS-Algorithmus ist in den Abbildungen 3.10 und 3.11 dargestellt.
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time = 0 time = 1
DFS (G): ... DFS-Visit (u): DFS-Visit (u): ...
for each node u in V(G) do color[u] := gray for each node v in adj[u] do
if color[u] == white time := time + 1 if color[v] == white
DFS-Visit (u) d[u] := time pred[v] :=u
DFS-Visit (v)

DFS-Visit (u): DFS-Visit (u): ... DFS-Visit (W:

color[u] := gray for each node v in adj[u] do color[u] := gray
time := time + 1 if color[v] == white time := time + 1
d[u] := time pred[v] :=u d[u] := time

DFS-Visit (v)

DFS-Visit (w: ... DFS-Visit (w: ... DFS-Visit (u):

v time = 5
DFS-Visit (u): ... DFS-Visit (u): DFS-Visit (u): ...
for each node v in adj[u] do color[u] := gray color[u] := black
if color[v] == white time := time + 1 time := time + 1
pred[v] :=u d[u] := time flu] := time
DFS-Visit (v)

DFS-Visit (u): ... DFS-Visit (uw): ... DFS-Visit (w: ...

color[u] := black color[u] := black color[u] := black
time := time + 1 time := time + 1 time := time + 1
flu] := time flu] := time f[u] := time

color[u] := black for each node v in adj[u] do color[u] := gray
time := time + 1 if color[v] == white time := time + 1
flu] := time pred[v] :=u d[u] := time

DFS (G): ... DFS-Visit (uw): ... DFS-Visit (u): ...
for each node u in V(G) do for each node v in adj[u] do color[u] := black
if color[u] == white if color[v] == white time := time + 1
DFS-Visit (W) pred[v] :=u flu] := time

DFS-Visit (v)

Abbildung 3.10: Schematischer Ablauf des DFS-Algorithmus (Teil 1).

Diese zweiteilige Abbildung zeigt den vollstandig Ablauf des DFS-Algorithmus auf einem Bei-
spielgraphen. Unter jedem Teilschritt befindet sich ein Auszug des Pseudocodes 3.1, der die
Anderungen seit dem letzten Schritt erlautern soll. Oben links vom Graphen wird die Schrittnum-
mer angegeben, unten rechts vom Graphen ist die Zeitvariable dargestellt.
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DFS-Visit (v)

Abbildung 3.11: Schematischer Ablauf des DFS-Algorithmus (Teil 2).

(Fortsetzung der vorangehenden Seite.) Aktive Knoten und Kanten (das sind solche, die gerade
ausgewahlt sind oder bearbeitet wurden) sind rot hervorgehoben. Links neben jedem Knoten
steht sein Entdeckungszeitpunkt, rechts neben jedem Knoten steht sein Beendigungszeitpunkt.
Die gestrichelten Kanten reprasentieren den Vorganger-Speicher.
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Analyse des Algorithmus

Als Laufzeit des DFS-Algorithmus ergibt sich Tppg = O(|V |+ |E|), da jeder Knoten genau einmal
besucht wird und pro Knoten nur die wegfiihrenden Kanten gespeichert werden und somit jede
Kante genau einmal gespeichert wird. Mit |E| < |V|? folgt auRerdem Tpps = O(|V|?).

Der Speicherbedarf wird durch die Lange der diversen Listen und aufgrund der geschachtelten
Funktionsaufrufe durch den ldngsten zuriickgelegten Weg bestimmt. Damit ist Sprg = O(|V]).
Ist der Algorithmus beendet, so lassen sich die Kanten anhand des aufspannenden Waldes
(implizit durch pred gegeben) in vier Teilmengen zerlegen:
Kantenklassifizierung

Baumkanten Die Kanten des aufspannenden Waldes.

Ruckwaértskanten Die Kanten (u, v), die Knoten u mit Vorgangerknoten v verbinden.

Vorwadrtskanten Die Kanten (u, v), die Knoten u mit Nachfolgeknoten v verbinden, aber
selbst keine Kanten des aufspannenden Waldes sind.

Kreuzkanten Alle weiteren Kanten.

Manchmal werden Baumkanten nicht als eigene Klasse betrachtet, sondern mit zu den Vorwarts-
kanten gezéhlt. Die Beschreibung wird dadurch weniger explizit, aber wirkt symmetrischer.

Numkante (—)

O

( =~ ) Kreuzkante

O

Abbildung 3.12: Schema zur Kantenbezeichnung im DFS-Algorithmus.

Der DFS-Algorithmus findet zu einem gegebenen Graphen einen aufspannenden Wald. Dieser
kann herangezogen werden, um die Kanten des Graphen zu klassifizieren. Baumkanten sind
Teilkanten des aufspannenden Waldes. Vorwartskanten sind Nicht-Baumkanten, die auf Nachfol-
geknoten zeigen. Riickwartskanten zeigen auf Vorgangerknoten. Alle Kanten, die sich nicht in
dieses Schema einordnen lassen, bezeichnet man als Kreuzkanten.
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Satz 3.3 (Klammerungstheorem). Seien u und v Knoten eines gerichteten oder ungerichteten
Graphen G. Nach einer DFS-Suche auf G gilt genau eine der drei folgenden Aussagen:

1. Die Intervalle [d[u], f [u]] und [d[v], f [v]] sind disjunkt, d.h. u und v sind keine Vorgdnger
bzw. Nachfolger voneinander.

2. Das Intervall [d[u], f [u]] ist vollstdndig in dem Intervall [d[v], f [v]] enthalten, und der
Knoten u ist ein Nachfolger von v.

3. Das Intervall [d[v], f [v]] ist vollstandig in dem Intervall [d[u], f [u]] enthalten, und der
Knoten v ist ein Nachfolger von u.

Beweis. Einer der Knoten u und v wird zuerst entdeckt. = Fallunterscheidung:
* Sei zunéchst d[u] < d[v]. Dann gibt es die folgenden beiden Flle:

1. d[v] < f [u]: Dann wurde v entdeckt, als u noch nicht abgearbeitet (grau) war. Damit
muss v ein Nachfolger von u sein. Denn v wurde spéter als u entdeckt, daher wurden
alle von v ausgehende Kanten untersucht, bevor die Suche zu u zuriickkehrte. Somit
wurde erst v beendet, bevor die Suche zu u zuriickkehrte und u beendete. Es git
folglich f[v] < f [u] und insgesamt d[u] < d[v] < f[v] < f[u], also [d[v], f[v]] €
[d[u], f [u]]

2. f[u] < d[v], dann wurde v erst entdeckt, als u schon beendet war. Da ein Knoten
natiirlich kann erst beendet werden, nachdem er entdeckt wurde, gilt auch d[u] < f [u]
und d[v] < f[v], somit folgt d[u] < f[u] < d[v] < f[v], d.h. die Intervalle sind
disjunkt.

* Der Fall d[v] < d[u] folgt analog zu d[u] < d[v].

-—
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91011 12

Abbildung 3.13: Schematische Zeitleiste zum Klammerungstheorem.

Die gestrichelten Linien kennzeichnen die Entdeckungs- und Beendigungszeitpunkte. Die grauen
Balken sind Bearbeitungsintervalle der Knoten s, t,u, v, w und x. Aus dem Klammerungstheorem
folgt dann: s hat den Nachfolger t, t hat die Nachfolger u und v, v hat den Nachfolger w. Alle
diese Knoten sind keine Nachfolger oder Vorgéanger von x.
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Satz 3.4 (Satz vom weillen Weg). In einem gerichteten DFS-Wald eines gerichteten oder ungerich-
teten Graphen G = (V, E) ist ein Knoten v genau dann ein Nachfolger eines Knotens u, wenn zur Zeit
d[u] der Knoten v von u aus allein iiber weifsen Knoten erreichbar ist.

Beweis. Die Aquivalenz wird durch zwei Implikationen gezeigt:

=: Sei v ein Nachkomme von u. Sei also d[v] > d[u] und sei u noch nicht beendet. Dann war
der Weg zwischen u und v zur Zeit d[u] offenbar weill, denn DFS hat sich von u zu v mit Hilfe
der Nachfolger-suchenden Schleife von DFS-Visit bewegt (Zeilen 15 bis 17).

&: Es gebe nun einen weilen Weg von u nach v zur Zeit d[u]. O.b.d.A. werde jeder andere
Knoten auf dem Weg ein Nachkomme von u. (Falls das nicht so ist, machen wir folgende
Uberlegung einfach zuerst fiir den ersten Knoten auf dem Weg, der nicht mehr Nachkomme

von u wird.) Sei w der letzte Knoten auf dem weillen Weg, der noch Nachkomme von u wird.

Offenbar gilt dann: f [w] < f[u]. Dad[v] > d[u] und d[v] < f [w] (v ist direkter Nachfolger
von w) gilt: d[u] <d[v] < f[w] < f[u]. Wegen des Klammerungstheorems muss f [v] < f [w]
gelten, da v ein Nachfolger von w ist. Also ist d[u] < d[v] < f[v] < f[w] < f [u] und somit gilt
[d[v],f[v]] c [d[ul, f[u]]. Nach dem Klammerungstheorem folgt, dass v ein Nachkomme von
u ist. Vergleiche auch Abbildungen 3.14 und 3.15. O

Satz 3.5. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Dann gilt:

* Im DFS-Wald gibt es nur Baum- und Riickwdrtskanten.

* Die Menge aller Baumkanten bildet einen Wald, in dem jede Zusammenhangskomponente von
G einen aufspannenden Baum erzeugt.

* G ist genau dann kreisfrei, wenn es keine Riickwdrtskanten gibt.

Beweis. Ubung. O

Abbildung 3.14: Schema eines weiBen Weges.

Zum Entdeckungszeitpunkt des Knotens u ist der Knoten v von u aus allein Giber weiBe Knoten
erreichbar. Nach dem Satz vom weiBBen Weg ist dieser Zusammenhang dquivalent dazu, dass der
Knoten v ein Nachfolger des Knotens u ist.

Zeit: d[u]

Abbildung 3.15: Schema zum Beweis des Satzes vom wei3en Weg.

Es ist schwieriger die Implikation zu zeigen, dass aus der Existenz eines weiBen Weges zwischen u
und v zum Entdeckungszeitpunkt von u schon folgt, dass v ein Nachkomme von u ist. Dazu wird
der direkte Vorgangerknoten w von v betrachtet und das Klammerungstheorem angewendet.
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Die Tiefensuche lasst sich auch ohne Rekursion realisieren. Dafiir ldsst sichder abstrakte Datentyp
Stacks verwenden:

Definition 3.14. Ein Stack ist ein abstrakter Datentyp, in dem sich Daten dynamisch speichern
lassen. Es kénnen beliebig Elemente hinzugefiigt werden, jedoch kann immer nur das zuletzt hinzu-
gefiigte Element wieder weggenommen oder angeschaut werden. Dies entspricht der last-in-first-out
(LIFO) Strategie.

Fiir Stacks sind die folgenden Methoden mit Laufzeit O(1) definiert:

empty (S) Gibt aus, ob der Stack S leer ist.
push (S,x)
pop (S) Entfernt das zuletzt zu S hinzugefiigte Element wieder.

Fiigt das Element x zum Stack S hinzu.

x := top (S) LieBt den Inhalt des zuletzt zum Stack S hinzugefiigten Elements.

Mit Hilfe eines Stacks lasst sich nun der DFS-Algorithmus so umformulieren, dass er ohne
Rekursion auskommt. Dabei werden nun alle (!) Nachbarn des zuletzt entdeckten Knoten auf
dem Stack gespeichert. Dann wird dieser Knoten aus dem Stack gel6scht. Als néchstes wird der
letzte zum Stack hinzugefiigte Knoten betrachtet.

Da immer der letzte zum Stack hinzugefiigte Knoten betrachtet wird, findet auch hier eine
Tiefensuche statt, denn dieser Knoten ist ein Nachfolger des zuletzt betrachteten Knotens,
soweit dieser noch einen Nachfolger hatte, sonst wird zu dem zuletzt betrachteten Vorganger
gesprungen.

s 15—l 4 =6 —[4]

push (S,7)
pop (S)

x = top (S)
pop (S)

Abbildung 3.16: Beispiel zu Stack-Operationen.

Gegeben ist ein Stack (Kellerstapel) S = (15,4, 6,4). Im ersten Schritt wird das Element 7 zum
Stack hinzugefugt (,,auf den Stack gelegt”). Im zweiten Schritt wird das oberste Element (aktuell
die 7) vom Stack entfernt, dann wird das oberste Element (aktuell die 15) ausgelesen und in der
Variablen x gespeichert. AbschlieBend wird erneut das oberste Element (ebendiese 15) entfernt.
Effektiv wurde in diesem Schritt also das zweit-oberste Element ausgelesen und der Stack um
zwei Elemente verkleinert.

3.2 Graphensuche 55



Der Pseudocode des iterativen DFS-Algorithmus lautet:

Listing 3.2: DFS-Algorithmus (depth-first search), iterative Version

1 DFS (graph G):

2 for each node u in V do

3 color[u] := white

4 time := 0

5 S := empty stack

6 for each node u in V do

7 if color[u] == white

8 DFS-Visit (u);

9

10 DFS-Visit (node u):

11 push (S,u)

12 while not empty (S) do

13 u := top (S)

14 if color[u] == white

15 color[u] := gray

16 time := time+1

17 d[u] := time

18 for each node v in adj[u] do
19 if color[v] == white
20 push (S,v)

21 else if color[u] == gray
22 color[u] := black

23 time := time+l

24 flu] := time

25 pop (S)

26 else if color[u] == black
27 pop (S)

In der stackbasierten DFS Funktion wird ein leerer Stack S angelegt. Ansonsten unterscheidet
sich die stackbasierte DFS Funktion nur wenig von der rekursiven Version.

DFS-Visit(u) fiigt zuerst durch push(S,u) (in Zeile 11) den Knoten u in den Stack S ein.

Solange der Stack nicht leer ist, wird das zuletzt in den Stack eingefiigte Element (top(S)) als
u gesetzt und betrachtet. Dazu werden die beiden folgenden Fille unterschieden. Wenn der
Knoten u noch weild ist, wird er grau gefdrbt, die Zeit erhoht und der Entdeckungszeitpunkt
gespeichert. Dann wird jeder noch weille Nachbar v von u durch push(S,v) (in Zeile 20) in den
Stack aufgenommen. Ist andernfalls u zu dem Betrachtungszeitpunkt bereits grau, so wird er
nun schwarz gefirbt, die Zeit erhoht, sein Beendigungszeitpunkt gespeichert und er wird durch
pop(S) aus dem Stack S entfernt, da er nicht mehr weiter betrachtet werden muss.
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1] 1 2] 1

° time = 1 e time = 1

5. —[1] s: —[2}-[1]

DFS-Visit (u): ...

s: —[2]=[1]

DFS-Visit (u): ...

DFS-Visit (u): ...

u := top (S) for each node v in adj[u] do u := top (S)

if color[u] == white if color[v] == white if color[u] == white
color[u] := gray push (S,v) color[u] := gray
time := time+l time := time+l
d[u] := time dfu] := time

s —[sf=[s]-[2]-[1]

s -3 E2[1] s —[5/=[2}=[1]

DFS-Visit (W: ... DFS-Visit (w: ... DFS-Visit (W: ...
for each node v in adj[u] do u := top (S) u := top (S)
if color[v] == white if color[u] == white
push (S,v) else if color[u] == gray
for each node v in adj[u] do color[u] := black
if color[v] == white
push (S,v) pop (S)

Abbildung 3.17: Schematischer Ablauf des Stack-basierten DFS-Algorithmus.

In der iterativen Version des DFS-Algorithmus wird die Ablaufkontrolle von einem Stack Gber-
nommen. (Zur Darstellung wurden einige reprasentative Schritte ausgewahlt.) Die Analogie lasst
sich wie folgt einsehen: Im rekursiven Algorithmus ruft die Funktion DFS-Visit sich selbst mit
ihren Nachfolgeknoten auf. Die begonnenen Instanzen verweilen im Speicher und setzen den
Programmfluss fort, sobald der aktuell laufenden rekursive Aufruf abgearbeitet wurden. Im
iterativen Algorithmus wird die Reihenfolge der Knoten stattdessen dynamisch auf einem Stack
abgelegt. Es wird stets der neuste Knoten zuerst abgearbeitet.

3.2 Graphensuche 57



3.2.2 Breadth-First Search (BFS) Algorithmus

Die Breitensuche (Breadth-First Search) bildet die Grundlage vieler Algorithmen. Sie ist wie die
Tiefensuche ein Algorithmus zum Traversieren eines Graphen. Dabei werden von jedem Knoten
zundchst alle Nachbarknoten abgesucht. Sobald nicht weiter ,,in die Breite“ gesucht werden kann,
werden die Wege ab den Nachbarknoten weiter verfolgt. Die genaue Reihenfolge hingt von der
Représentation des Graphen ab.

Ziel ist es hdufig, in einem gegebenen Graph G = (V, E) von einer Quelle s € V alle Knoten v € V
zu finden, die von s aus erreichbar sind. Dabei heifft ein Knoten v von s aus erreichbar, wenn es
einen Weg von s zu v gibt. Die BFS-Algorithmus berechnet fiir alle Knoten v den Abstand (s, v)
von s zu v. Dabei ist der Abstand die minimale Anzahl von Kanten auf einem Weg. Der Begriff
Breitensuche kommt daher, dass der Algorithmus erst alle Knoten mit §(s, v) < k vor den Knoten
mit 6(s, v) = k bestimmt.

Analog zur Tiefensuche kann die Breitensuche auf einem abstrakten Datentyp operieren.

Definition 3.15. Ein Queue ist ein abstrakter Datentyp, in dem sich Daten dynamisch speichern
lassen. Es konnen beliebig Elemente hinzugefiigt werden, jedoch kann immer nur das als erstes
hinzugefiigte Element wieder weggenommen oder angeschaut werden. Dies entspricht der first-in-
first-out(FIFO) Strategie.

Fiir Queues sind die folgenden Methoden mit Laufzeit O(1) definiert:

empty (Q) Gibt aus, ob die Queue leer ist.
enqueue (Q,x) Héangt das Element x an die Queue Q an.
dequeue (Q) Entfernt das erste Element der Queue Q.

x := head (Q Lief3t den Inhalt des ersten Elements der Queue Q.

o — (15— [ {6 4]

enqueue (Q,7)

Q@ —[7 F—[1sk—[4F—[6 —[4]

dequeue (Q)
x := head (Q) (

dequeue (Q)

Abbildung 3.18: Beispiel zu Queue-Operationen.

Gegeben ist eine Queue (Warteschlange) Q = (15,4, 6,4). Im ersten Schritt wird das Element 7
zur Queue hinzugefligt (,an die Queue angehdngt”). Im zweiten Schritt wird das alteste Element
(aktuell die 4) aus der Queue entfernt, dann wird das alteste Element (aktuell die 6) ausgelesen
und in der Variablen x gespeichert. AbschlieBend wird erneut das &lteste Element (ebendiese
6) entfernt. Effektiv wurde in diesem Schritt also das zweit-dlteste Element ausgelesen und die
Queue um zwei Elemente verkirzt.
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Nun lasst sich der folgende Algorithmus implementieren:

Listing 3.3: BFS-Algorithmus (breadth-first search), iterative Version

1 BFS (graph G):

2 for each node u in V do

3 color[u] := white

4 time := 0

5 Q := empty queue

6 for an arbitrary node u in V do
7 BFS-Visit (u);

8

9 BFS-Visit (node u):

10 enqueue (Q,u)

11 while not empty (Q) do

12 u := head (Q)

13 if color[u] != black

14 color[u] := black

15 time := time + 1

16 d[u] := time

17 for each node v in adj[u] do
18 if color[v] == white
19 enqueue (Q,v)

20 color[v] := gray
21 else

22 time := time + 1

23 flul] := time

24 dequeue (Q)

Der BFS-Algorithmus besteht aus den beiden Funktionen BFS und BFS-Visit.

Zu Beginn werden alle Knoten weil3 gefarbt, um sie als unbetrachtet zu kennzeichnen. Die Zeit
wird auf 0 gesetzt und eine leere Queue angelegt, die als Speicher fiir die noch abzuarbeitenden
Knoten dienen soll. Die Zeit wird bendtigt, um fiir jeden Knoten den Entdeckungszeitpunkt in
dem Zeitstempel d und den Beendigungszeitpunkt in dem Zeitstempel f zu speichern. Durch BFS
wird BFS-Visit fiir einen beliebigen Startknoten aufgerufen.

BFS-Visit speichert den aktuellen Knoten in der Queue und arbeitet solange die Queue nicht
leer ist den altesten Knoten der Queue ab. Wurde dieser Knoten noch nicht abgearbeitet (nicht
schwarz), werden alle seine unentdeckten (weil3) Nachfolger in die Queue aufgenommen und
grau markiert; der Knoten selbst wird schwarz gefdrbt und sein Entdeckungszeitpunkt gespeichert.
Ist der ausgewéhlte Knoten allerdings schon schwarz, wird er aus der Queue entfernt und sein
Beendigungszeitpunkt gespeichert.

Da immer der élteste Knoten der Queue bearbeitet wird, wird erst in der Breite gesucht, bevor
eine Stufe tiefer gegangen wird.
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e time = 1

Q
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u
1

e time = 1
o [

e time = 2

2

Q
!
[]

BFS-Visit (u): ...
u := head (Q
if color[u] != black
color[u] := black
time := time + 1
dfu] time

BFS-Visit (W: ...
for each node v in adj[u] do

if color[v] == white
enqueue (Q,v)
color[v] := gray

BFS-Visit (u): ...

u := head (Q

else
time := time + 1
f[u] := time

dequeue (Q)

e time = 3
Q: ~>

e time = 3
o =3 [s1-[2]

e time = 4
o —[3}-[5]

BFS-Visit (W: ...
u := head (Q
if color[u] != black
color[u] := black
time := time + 1
d[u] := time

BFS-Visit (u): ...
for each node v in adj[u] do

if color[v] == white
enqueue (Q,Vv)
color[v] := gray

BFS-Visit (u): ...

u := head (Q

else
time := time + 1
f[u] := time

dequeue (Q)

Abbildung 3.19: Schematischer Ablauf des Queue-basierten BFS-Algorithmus (Teil 1).

e time = 5
& —[3}-[5]

o —[6]-[3}-[s]

time = 5

a time = 6
o —[6]—[3]

BFS-Visit (u): ...
u := head (Q
if color[u] != black
color[u] := black
time := time + 1
d[u] := time

BFS-Visit (W: ...
for each node v

if color[v]

enqueue
color[v]

in adj[u] do
== white
Q,v)

1= gray

BFS-Visit (w): ...
u := head (Q

else
time := time + 1
flu] := time
dequeue (Q)

BFS-Visit (w: ...
u := head (Q

for each node v in adj[u] do

color[v] := gray

BFS-Visit (w: ...

u := head (Q
else
time := time
flu] := time

dequeue (Q)

+ 1

BFS-Visit (u): ...
u := head (Q

else
time := time + 1
f[u] := time
dequeue (Q)

Abbildung 3.20: Schematischer Ablauf des Queue-basierten BFS-Algorithmus (Teil 2).

Diese zweiteilige Abbildung zeigt den vollstdndig Ablauf des iterativen DFS-Algorithmus auf
einem Beispielgraphen. Unter jedem Teilschritt befindet sich ein Auszug des Pseudocodes 3.3,
der die Anderungen seit dem letzten Schritt erldutern soll. Oben links vom Graphen wird die
Schrittnummer angegeben, unten rechts vom Graphen ist die Zeitvariable dargestellt. Unter jedem
Graphen befindet sich die aktuelle Queue.
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(Fortsetzung der vorangehenden Seite.) Aktive Knoten und Kanten (das sind solche, die gerade
ausgewahlt sind oder bearbeitet wurden) sind rot hervorgehoben. Links neben jedem Knoten
steht sein Entdeckungszeitpunkt, rechts neben jedem Knoten steht sein Beendigungszeitpunkt.
Aus der Queue geht hervor, in welcher Reihenfolge die Knoten ausgewahlt werden. Knoten 4
wird (im Gegensatz zu DFS) niemals erreicht, was auch daran liegt, dass Zeile 6 modifiziert wurde.
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Der oben beschriebene Algorithmus, ldsst sich noch ein wenig umwandeln, sodass der Code
etwas kompakter dargestellt wird:

Listing 3.4: BFS-Algorithmus (breadth-first search), schnellere (iterative) Version

1 BFS (graph G):

2 for each node u in V do

3 color[u] := white

4 dist[u] := infinity

5 Q := empty queue

6 for an arbitrary node u in V do
7 BFS-Visit (u);

8

9 BFS-Visit (node u):

10 enqueue (Q,u)

11 dist[u] := 0

12 while not empty(Q) do

13 u := head (Q)

14 for each node v in adj[u] do
15 if color[v] == white

16 color[v] := gray

17 enqueue (Q,v)

18 dist[v] := dist[u] + 1
19 pred[v] := u

20 color[u] := black

21 dequeue (Q)

Hier wird die while-Schleife so umgeformt, dass ein Knoten sofort als abgearbeitet (schwarz)
betrachtet und aus der Queue geléscht wird, sobald alle seinen Nachbarn in der Queue gespeichert
wurden. Somit wird die Queue in weniger Schleifendurchldufen geleert. Dabei werden andere
Entdeckungs- und Beendigungszeitpunkte erreicht, was aber keine weiteren Folgen hat.

Satz 3.6 (Satz iiber kiirzeste Wege der Breitensuche). Sei 6(s, v) die kiirzeste Entfernung von
s nach v, also die minimale Anzahl von Kanten, iiber die man laufen muss, um von s nach v zu
kommen. Wenn es keinen Weg von s nach v gibt, sei 6(s, v) = co. Der BFS-Algorithmus berechnet
fiir alle Knoten v € V die kiirgeste Entfernung von s nach v.

Fiir den Beweis werden drei Lemmata benétigt:

Satz 3.7 (Erstes BFS-Lemma). Sei G = (V, E) ein gerichteter oder ungerichteter Graph und sei
s €V ein beliebiger Knoten. Dann gilt fiir jede Kante (u,v) € E: 6(s,v) < 6(s,u)+1

Beweis. Wenn u nicht von s erreichbar ist, gilt §(s,u) = co. Damit ist klar, das die Aussage erfiillt
ist. Wenn u erreichbar ist, so ist es auch v. Der kiirzeste Weg von s nach v kann aber nicht ldnger
sein, als der kiirzeste Weg von s nach u zuziiglich der Kante (u, v). |
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Satz 3.8 (Zweites BFS-Lemma). Sei G = (V, E) ein Graph. Sei der BFS-Algorithmus auf G mit
Startknoten s ausgefiihrt worden. Dann gilt fiir jeden Knoten v € G:  dist[v] > &(s, v)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Anzahl der enqueue-Aufrufe in BFS-Visit:

Induktionsstart Seis soeben in Q platziert worden. Dann wird dist(s) = O gesetzt und auch nicht
wieder verdndert. Alle anderen Werte sind auf co gesetzt. Auerdem gilt 5(s,s) = 0.

Induktionsvoraussetzung Fiir alle v € V, die bereits entdeckt wurden, gilt: dist[v] > 6(s, v).

Induktionsschluss Sei v von u aus entdeckt worden, dann gilt: dist[u] > &(s,u). Wegen dist[v] =
dist[u] 4+ 1 in BFS-Visit, gilt dist[v] = dist[u] +1 > &(s,u)+1 > 6(s, v) nach dem Ersten
BFS-Lemma. Danach wird dist[ v] nicht mehr verandert.

O

Satz 3.9 (Drittes BFS-Lemma). Sei G = (V,E) ein Graph. Sei wdhrend der BFS-Algorithmus
arbeitet: Q = (vy, Vg, ..., V) und sei v; gegeben durch head(Q). Dann gilt fiirr i =1,2,...,r — 1:
dist(v,) < dist(v;) + 1 und dist(v;) < dist(v;41)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Durchldufe der for-Schleife:

Induktionsanfang Nach dem ersten Schleifendurchlauf ist v; = u = s und v, = v. Damit
dist(v;) = 0 und dist(v,) = 1.

Induktionsvoraussetzung Fiir die ersten n Schleifendurchliufe gilt: dist(vf")) < dist(v@) +1
und dist( vl.(")) < dist( vl.(ﬂ) nach dem jeweiligen Schleifendurchlauf.

Induktionsschluss Wenn vﬁ"“) eingefiigt wird, ist vf”“) Nachfolger von v;. Also: dist(vr(”“)) =
dist( vi")) + 1 < dist( vinﬂ)) + 1 durch BFS-Visit. Es ist aber auch dist(v(") < dist(v%n)) +
1 =dist(e"™) + 1(= d(uw) + 1 = d(v)) = dist(y("+)

O

Beweis des Satzes iiber kiirzeste Wege der Breitensuche.
1. Falls v nicht erreichbar ist, wird v nicht entdeckt und dist[v] = co.
2. Definiere V. := {v € V| (s, v) = k }. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber k.
Induktionsvoraussetzung fiir alle Knoten mit 6(s, v) < k gilt die Behauptung.
Induktionsanfang k =0 : V, = {s} und dist(s) = 0.

Induktionsschluss k —1 — k: Sei v € V. Wegen dem Dritten BFS-Lemma gilt dist(v;) <
dist(v;,1), wenn v; vor v;,; in Q eingefiigt wurde. Wegen dem Zweiten BFS-Lemma
gilt dist[v] > k. Deshalb muss v in Q eingefiigt werden, nachdem alle u € V;_; in Q
eingefiigt wurden. Da 6(s, v) = k gilt, gibt es einen Weg der Lange k von s nach v und
somit einen Knoten u € V;_;, so dass (u,v) € E.

Wird jetzt nochmal die Schleife aus BFS-Visit betrachtet folgt die Behauptung.
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3.3 Kirzeste Wege

Ein sehr grof3e Rolle in der Anwendung spielen Kiirzeste Wege Algorithmen. Diese sollen fiir einen
gegebenen Graph den kiirzeste Weg zwischen bestimmten Knoten finden. Dabei konnen fiir die
Kanten des Graphen auch Gewichte vorgegeben werden, die angeben sollen wie ,teuer es ist,
diese Kante zu benutzen.

Definition 3.16. Ein gewichteter Graph G ist ein Tupel (V, E) mit einer Gewichtsfunktion f : E — Q
mit E CV x V, d.h. f ordnet allen Kanten des Graphen G ein Wert aus Q zu, dieser Wert heifst
Gewicht der Kante.

Definition 3.17. Sei G = (V, E) ein gewichteter Graph und u, v € V. Dann ist der kiirzeste Weg von
u nach v der Weg mit kleinstmdglichem Gewicht. Das Gewicht eines Weges ist dabei die Summe aller
Kantengewichte auf diesem Weg.

Satz 3.10. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit nicht-negativen Kantengewichten, d.h. mit
Gewichtsfunktion f : E — Q%, und sei s,v,t € V. Wenn ein Weg w von s nach t ein kiirzester
Weg ist und v ein Knoten auf diesem Weg, dann sind auch die Teilwege von s nach v und v nach t
kiirzeste Wege.

Beweis. Sei w ein kiirzerer Weg von s nach v mit w ¢ w. Dann ist der Weg von s nach ¢t der als
ersten Teilweg w und als zweiten Teilweg den Teilweg von v nach t aus w enthélt kiirzer als w.
Widerspruch! = Es gibt keinen kiirzeren Weg w.

Analog fiir den Weg von v nach ¢. O

3.3.1 Dijkstra Algorithmus

Der Dijkstras-Algorithmus kann fiir einen gerichteten Graphen mit nicht-negativen Kantengewich-
ten fiir alle Knoten den kiirzesten Weg vom Startknoten und dessen Gewicht berechnen.

Das Grundprinzip ist es, zu iiberpriifen, ob die Distanz eines Knotens zum Startknoten kleiner
wird, wenn man statt des alten Weges, den Weg iiber einen anderen Nachbarn nimmt, dessen
kiirzester Weg bereits bekannt ist. Dazu werden zuerst alle Knoten in zwei Mengen aufgeteilt:
Eine Menge S, die alle Knoten enthilt, deren entgiiltige Entfernung zum Startknoten bereits
bekannt ist. Und eine Menge A, die alle Knoten enthélt, deren entgiiltige Entfernung noch nicht
bekannt ist. Zu Beginn ist somit die Menge S leer und M entspricht der Menge aller Knoten (V).

Die Distanz des Startknoten s wird auf 0 gesetzt und die Distanz der anderen Knoten auf oo, da
sie noch keine berechnete Distanz zum Startknoten haben. Dann wird solange A nicht leer ist der
Knoten u aus A genommen, der die kleinste Distanz zum Startknoten s hat, und zu S hinzugefiigt.
Fiir alle seine Nachbarn v wird gepriift, ob ihre bisherige Distanz zu s groer ist als die Summe
der Distanz von u und des Kantengewichts der Kante von u nach v. Ist dies der Fall wird die
Distanz von v gleich der Summe gesetzt und u als Vorgénger von v gespeichert. Andernfalls wird
nichts verdndert und beim nichsten Nachbarn fortgefahren.

Fiir die Laufzeit des Dijkstras Algorithmus ergibt sich O(E-O(dist[v] := dist[u]+f (u, v))+|V|-O(u :
= argmin{dist[a]|a € A})). Einfacher ergibt sich O(|E| + |V |?)
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Listing 3.5: Dijkstra-Algorithmus

1 DijkstraInit (G,s):

2 for each node v in V(G) do

3 pred[v] := nil

4 if v == s

5 dist[v] := 0

6 else

7 dist[v] := infinity

8

9 Dijkstra (G,s):

10 DijkstraInit (G,s)

11 S := empty set

12 A = V(G)

13 while not empty (A) do

14 u := argmin { dist[a] | a in A }
15 S := S union {u};

16 for each node v in adj[u] do

17 if dist[v] > dist[u] + £ (u,v)
18 dist[v] := dist[u] + £ (u,v)
19 pred[v] :=u

Satz 3.11 (Satz iiber die Korrektheit des Dijkstra-Algorithmus). Verwendet man den Dijkstra-
Algorithmus auf einem gewichteten, gerichteten Graphen mit nicht-negativer Gewichtsfunktion w
und Startknoten s, so gilt Yu € S: dist[u] = 6(s, w).

Fiir den Beweis werden drei Lemmata benotigt:

Satz 3.12 (Erstes Dijkstra-Lemma). Vv € V gilt dist[v] > 6(s, v).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber die Anzahl der Aufrufe in der for-Schleife:

Induktionsstart Zu Beginn ist dist[s] = 0 und dist[u] = oo fiir alle anderen u € S. = dist[u] >
6(s,v) und 0 = dist[s] = &(s, s).

Induktionsvoraussetzung Die Behauptung gilt bis zum k-ten Aufruf der for-Schleife.

Induktionsschluss Die Aussage wird nun durch einen Widerspruch gezeigt:
Annahme: Sei v der erste Knoten, fiir den die Behauptung nicht gilt und sei u der Vorgénger von
v. v wurde also durch den (k + 1)-ten Aufruf der for-Schleife erzeugt. Dann gilt nach diesem
(k + 1)-ten Aufruf: dist[u] + f (u, v) = dist[v] und nach Vorraussetzung dist[v] < &(s, v).
Wegen der Kiirzeste-Wege-Eigenschaft gilt: 6(s, v) < 6(s,u)+f (u, v). Da sonst der Weg von s {iber
u nach v kiirzer wére als der kiirzeste Weg von s nach v. Insgesamt folgt somit dist[u]+ f (u, v) <
6(s,u)+ f (u, v). Also dist[u] < 6(s,u). Da aber dist[u] im (k 4+ 1)-ten Aufruf gar nicht verdndert
wurde, muss nach der Induktionsvorraussetzung dist[u] > &(s,u) gelten. = Widerspruch!
Die Annahmme dist[v] < &(s, v) war falsch. Somit muss die Behauptung auch fiir v gelten. [J
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Abbildung 3.21: Schematischer Ablauf des Dijkstra-Algorithmus.

Der Dijkstra-Algorithmus unterteilt die Knoten in zwei Mengen: Knoten, deren kirzeste Entfer-
nung schon feststeht (schwarz), und solche, deren kiirzeste Entfernung noch zu bestimmen ist
(weiB). Pro Iterationsschritt wird ein Knoten der wei3en Menge in die schwarze Menge tberfiihrt,
und zwar derjenige mit dem aktuell kleinsten Distanzwert (rot gefiillt). Von diesem aus werden
die Entfernungen zu seinen Nachbarknoten berechnet. Falls die berechnete Distanz kiirzer als die
dort hinterlegte (zuletzt beste) Distanz ist, wird sie aktualisiert (rot umrahmt) - sonst geschieht
nichts (rot gestrichelt). Es werden so viele Iterationen durchlaufen, bis die kiirzeste Entfernung zu
allen Knoten bekannt ist. Der kiirzeste Weg zwischen dem Startknoten s und einem beliebigen
Endknoten (z.B. v) wird dann durch die Vorgdngerbeziehung (pred im Pseudocode, dicke Kanten
in der Abbildung) eindeutig beschrieben.
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Um nun die Korrektheit zu zeigen, also dass u € S: dist[u] = 6(s,u) Yu € V, soll ein Wider-
spruchsbeweis gefiihrt werden. Es wird i definiert als erster Knoten fiir den dist[u] # 6(s, 01) gilt.
Die Korrektheit ist folglich bewiesen, wenn dist[u] = 6(s, &) gezeigt werden kann.

Dazu werden folgende Voriiberlegungen getroffen:

* U # s denn dist[s] wird korrekt eingefiihrt und nicht mehr verandert. (Da dist[s] = 6(s,s) =
0)
¢ Vor dem Einfligen von 1 in S gilt S # 0, das € S, und A # 0, da der Algorithmus sonst nicht

mehr laufen wiirde.

¢ Es gibt einen Weg von s nach @, da sonst dist[@i] = §(s, ) = co. = Es gibt einen kiirzesten
Pfad p von s nach u.

Betrachtet man nun einen Zeitpunkt, bevor @ in S eingefiihrt wird, also wenn i € A(=V \ S), so
folgt mit den Voriiberlegungen: Sei y der erste Knoten entlang p so dass y € V\ S und sei x € S
der Vorgénger von y. Dann lasst sich p aufteilen in p; und p,, so dass p; komplett in S liegt.

Satz 3.13 (Zweites Dijkstra-Lemma). Es gilt dist[y] < 6(s, y).

Beweis. Da x € S und y im kiirzesten Weg vor u liegt, wurde y mit Hilfe der for-Schleife auf
den endgiiltigen Wert gesetzt, bevor dies fiir u passierte. Damit gilt:
dist[y] <dist[x]+ f(x,y) (folgtaus der for-Schleife)

=6(s,x)+ f(x,y) (Wegen x €S und der Annahme, dass fiir alle Knoten
vor U die Korrektheit gilt)

=6(s,y) (weil s = x — y der kiirzeste Weg ist)
O
Satz 3.14 (Drittes Dijkstra-Lemma). Wenn u in S eingefiigt wird, gilt dist[y] = (s, y).
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus dem Zusammenschluss des 1. & 2. Dijkstras Lemma. |

Beweis des Satzes iiber die Korrektheit des Dijkstra-Algorithmus.

dist[y] = 6(s,y) < 6(s,u) < dist[u], dabei folgt die Gleichheit aus dem Dritten Dijkstra Lemma,
die erste Abschétzung gilt, da y auf dem kiirzesten Weg von s nach # liegt, und die zweite
Abschitzung folgt aus dem Ersten Dijkstra Lemma.

dist[u] < dist[y], da y,u € A und in dem Moment, indem @ in S eingefiigt wird, gilt nach dem
Algorithmus & = argmin{dist[a]|a € A}.

Insgesamt folgt dist[z] < dist[y] < 6(s,u) < dist[u], also dist[u] = &(s,U) O
Die Laufzeit des Dijkstras-Algorithmus lésst sich jedoch noch verkiirzen. Dafiir wird ein neuer

abstrakter Datentyp eingefiihrt, der Heap. Die Laufzeit kann dann auf O(|E|-log |V |+ |V|-log|V|)
oder sogar O(|E| + |V | -log|V|) gebracht werden.
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Heaps

Definition 3.18. Ein Heap ist ein abstrakter Datentyp, der aus einem Bindrbaum besteht, dessen
Knoten je einem Element entsprechen. Der Baum wird dabei ebenenweise aufgefiillt und meist in
einem Array gespeichert. Die Anzahl der Elemente in einem Heap wird hdufig mit size bezeichnet.
Es gilt die Heap-Eigenschaft: Die Werte in den Nachfolgern vy, v, eines Knotens v sind grofser als das
Element in dem Knoten v selbst.

Fiir Heaps sind die folgenden Methoden definiert:

BuildHeap erstellt aus einer Menge von Elementen einen Heap.
Insert fiigt ein zusétzliches Element in den Heap ein.
ExtractMin nimmt das kleinste Element aus dem Heap heraus.

Heapify stellt die Heapeigenschaft her.
DecreaseKey(A,i,newkey) verkleinert das Element i des Heaps A auf newkey und stellt
die Heapeigenschaft her.

BEDDEERDRE

size =10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 3.22: Schematische Darstellung eines Heaps.

Ein Heap ist ein abstrakter Datentyp, der eine partielle Ordnung einem Array definiert. Man
kann ihn als einen Bindrbaum darstellen, in dem die beiden Nachfolger eines Knotens stets
groBere Werte besitzen als der Knoten selbst (Heap-Eigenschaft). Heaps spielen eine wichtige
Rolle fiir verschiedene Algorithmen, da man ihr kleinstes Element sehr schnell auslesen kann. (Es
ist immer der Wurzelknoten! Der Rechenaufwand besteht ,nur” darin, die Heap-Eigenschaft zu
erhalten. Dies ist aber deutlich effizienter, als eine vollstdndig sortierte Liste zu speichern.) Heaps
mussen nicht als Graphenstruktur im Rechner modelliert werden. Da jeder Knoten (bis auf die
Blatter) genau zwei Nachfolger hat, kdnnen alle Operationen auf einem eindimensionalen Array
modelliert werden.

Parent(i) = |i/2]
LeftChild(i) = 2 - i

RightChild(i) = 2-i+ 1
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Die Implementierungen dieser fiinf Heap-Methoden werden nun zum besseren Verstédndnis
erlautert:

Heapify(A,i) stellt unter der Annahme, dass die Heap-Eigenschaft auller in der Wurzel i {iberall
erfiillt ist, diese fiir den ganzen Heap her. Dafiir wird fiir den linken und rechten Nachfolger
der Wurzel (wenn sie existieren) gepriift, ob der enthaltene Wert kleiner ist als der Wert
der Wurzel. Ist dies der Fall, so ist die Heap-Eigenschaft nicht gegeben, also wird dieser
kleinere Wert mit dem Wert der Wurzel vertauscht. Nun wird Heapify fiir den Teilbaum
des getauschten Wertes erneut aufgerufen, um die dort durch den Tausch moéglicherweise
zerstorte Heap-Eigenschaft wieder herzustellen.

Dass Heapify wirklich die Heap-Eigenschaft herstellt ldsst sie folgendermaf3en zeigen:
Heapify macht aus den Badumen der letzten 2 Ebenen sicher Heaps. Werden nun 2 Heaps
zusammengefasst, indem ein Vorgéngerknoten fiir die 2 vorhandenen Subheaps geschaffen
wird, konnen 2 Fille auftreten:

1. Der Wert im neuen Knoten ist kleiner als die Nachfolgerwerte. Dann ist die Heapeigen-
schaft erfiillt. Oder

2. Der Wert im neuen Knoten ist groBer als einer der Nachfolgerwerte. Dann ist die
Heapeigenschaft an v verletzt, sonst nirgends. Der Heap wird dann durch heapify
repariert.

ExtractMin(A) nimmt das Wurzelement heraus, da es nach der Heap-Eigenschaft das kleinste
Element im Heap A ist. Dann wird das size-te Element in die Wurzel gepackt und size
um eins verringert. Zuletzt wird Heapify fiir den gesamten Heap aufgerufen, um die
Heap-Eigenschaft wieder herzustellen.

Insert(A,x) erhoht size um eins und fiigt das Element x an der Stelle ein, wo es die Heap-

Eigenschaft nicht zerstort. Dafiir wird bei dem letzten Element im Heap A angefangen
zu priifen, ob der Vorfahre des Elements grofer ist als x, solange dies der Fall ist, wird
der Vorfahre auf den Platz des gepriiften Elements geschoben, dann wird x an der Stelle
eingefiigt, wo der Vorfahre kleiner ist als x.
Die Heap-Eigenschaft wird beibehalten, da wenn ein Element x eines Knotens v in einen
Nachfolger kopiert wird, dann deshalb, weil das neu einzufiigende Element kleiner als x
ist. x wird also die Heap-Eigenschaft am Ende nicht zerstéren. Die heruntergezogenen
Elemente aber auch nicht. Denn die Heap-Eigenschaft war schon vor dem Herunterziehen
erfiillt, dann wird sie auch durch ein kleineres Element nicht zerstért werden.

BuildHeap(A) erstellt aus einem Array (Baum) in dem alle n Elemente unsortiert vorliegen einen
Heap. Dafiir wird size auf n gesetzt und dann werden alle Teilbdume von oben nach unten
durch Heapify auf Heap-Eigenschaft gebracht.

DecreaseKey(A, i, newkey) verkleinert das Element i des Heaps A auf newkey und stellt dann die
Heap-Eigenschaft wieder her, indem fiir alle Vorgénger von i tiberpriift wird, ob sie noch der
Heap-Eigenschaft entsprechen, falls nicht, werden sie mit ihrem Nachfolger getauscht. Da i
hier nur verkleinert werden kann, miissen auch nur die Vorgénger von i iiberpriift werden,
da alle Nachfolger bereits vor der Verkleinerung gréfSer waren.

Dass die Heap-Eigenschaft beibehalten wird folgt wie fiir Insert.
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Listing 3.6: Heapify (Knotenvertauschung eines bindren Baums)

1 Heapify (A,i):

2 if Left (i) <= size and A[Left (i)] < A[i]

3 smallest := Left (i)

4 else

5 smallest := i

6 if Right (i) <= size and A[Right (i)] < A[smallest]
7 smallest := Right (i)

8 if smallest !=1i

9 exchange (A[i], A[smallest])

10 Heapify (A, smallest)

Abbildung 3.23: Schematischer Ablauf der Heapify-Funktion.

Aufgabe der Heapify-Funktion ist es, in einem gegebenen bindren Baum die Heap-Eigenschaft
(.kleinere Werte stehen oben”) herzustellen. Zunachst wird der Wurzelknoten ausgewahlt und
mit seinen Unterknoten verglichen. Sollte sein Wert zu grof sein, wird er mit dem kleineren der
beiden Knoten vertauscht. AnschlieBend fahrt die Funktion mit den Unterknoten fort, bis alle
Knoten, die die Heap-Eigenschaft verletzt haben, nach unten ,durchgetauscht” worden sind.
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Fiir Heapify lasst sich die einfache Laufzeitschranke O(nlogn) bestimmen. Genauer sogar O(n).

In dem Dijkstras Algorithmus lédsst sich nun die Menge A durch einen Heap ersetzen. Werden
dann noch argmin{dist[a]|a € A} durch ExtractMin(A) ersetzt und gednderte dist-Werte durch
DecreaseKey auch im Heap vermerkt, so ergibt sich diese schnellere Dijkstras Variante, die vom
Prinzip her gleich arbeitet wie die vorherige und nur den néchsten zu bearbeitenden Knoten mit
Hilfe des Heap leichter findet.

Weitere Wege-Algorithmen
Neben den bereits kennengelernten gibt es noch weitere Wege-Probleme:

* Kiirzeste Wege in gerichteten Graphen mit allgemeinen, also positiven und negativen,
Gewichten
— Bellman-Ford Algorithmus gibt kiirzeste Wege ausgehend von einem Startknoten s, oder
»es gibt negativen Kreis, der von Startknoten s aus erreichbar ist“ aus.
— ganz allgemein sind Kiirzeste-Wege Probleme mit allgemeinen Gewichten NP-vollstdndig

* Kiirzeste Wege in gerichteten Graphen ohne Kreise
— Es gibt einen schnellen Algorithmus, auch bei allgemeinen Kantengewichten.
* Ldngste Wege

— gibt es einen einfachen Pfad von zwei ausgezeichneten Knoten s nach t im Gra-
phen G, so dass jeder Knoten genau einmal besucht wird? Dieses Problem heil3t
Hamiltonpfadproblem und ist NP-vollstandig.

- Gibt es einen Hamiltonkreis, also einen Hamiltonpfad von s nach s im Graphen G?
Auch dieses Problem ist NP-vollstindig
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3.3.2 Bellman-Ford Algorithmus

Der eben bereits erwiahnte Bellman-Ford Algorithmus kann auch bei negativen und positiven
Kantengewichten einen kiirzesten Weg finden. Dies funktioniert nur, wenn der Graph keinen
negativen Kreis enthélt, ansonsten wird ausgegeben, dass es einen negativen Kreis gibt. Dabei
lauft der Algorithmus (|V| — 1)-mal und {iberpriift jedes mal fiir alle Kanten, ob der Weg bis zum
Kantenende durch diese Kante verkiirzt werden kann.

Listing 3.7: Bellman-Ford Algorithmus

1 BellmanFordInit (G,s):

2 for each node v in V(G) do

3 pred[v] := nil

4 if v == s

5 dist[v] := 0

6 else

7 dist[v] := infinity

8

9 BellmanFord (G,s):

10 BellmanFordInit (G,s)

11 for i := 1 to |V]-1 do

12 for each edjge (u,v) in E do

13 if dist[v] > dist[u] + f(u,v)
14 dist[v] := dist[u] + f(u,v)
15 pred[v] := u

16 for each edge (u,v) in E do

17 if dist[v] > dist[u] + f(u,v)

18 return false

19 return true

Der Bellman-Ford Algorithmus lauft (|V| — 1) -mal die erste for-Schleife durch und priift dabei
jedesmal fiir jede Kante, ob der dist-Wert des Kantenendes groRer ist als die Summe des dist-
Wert des Kantenanfangs und des Kantengewichts. Ist dies der Fall, so wird der dist-Wert des
Kantenendes der Summe des dist-Wert des Kantenanfangs und des Kantengewichts gleichgesetzt.
Dabei kommt es vor, dass fiir einen Durchlauf nur sehr wenige Werte gedndert werden. Bei dem
k-ten Durchlauf wird also der optimale k-lange Weg gefunden. Da pro Durchlauf der ,,optimale
Weg“ somit um mindestens eine Kante wéachst und ein zyklenfreier Weg maximal |V | — 1 Kanten
enthélt ist der kiirzeste Weg nach |V | — 1 Durchldufen gefunden. (Sofern er existiert und keinen
negativen Kreis enthélt.)

Nach diesen Durchldufen wird mit der zweiten for-Schleife iiberpriift, ob der Graph auch
keine negativen Kreise enthilt und das Ergebnis somit korrekt ist. Dafiir wird erneut fiir jede
Kante gepriift, ob der dist-Wert des Kantenendes grofRer ist als die Summe des dist-Wert des
Kantenanfangs und des Kantengewichts. Tritt dieser Fall ein, so gibt es einen negativen Kreis.
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Um die Korrektheit des Bellman-Ford Algorithmus zu zeigen, nutzen wir folgendes Lemma:

Satz 3.15 (Erstes Bellman-Ford Lemma). Sei G = (V, E) ein gewichteter gerichteter Graph mit
Startknoten s und Gewichtsfunktion f : E — R, und habe G keine negativen Kreise, d.h. G habe
keine Kreise, deren Summe der Kantengewichte ihrer Kanten negativ ist, die von s aus erreicht
werden kénnen. Dann gilt nach Beendigung des Bellman-Ford Algorithmus: dist[v] = 6(s, v) fiir
alle Knoten v, die von s aus erreichbar sind.

Beweis. Sei v ein Knoten, der von s aus erreichbar ist, und sei p = (s = vg, Vq,..., v = V)
eine kiirzester Weg von s nach v. p ist ein einfacher Weg und deshalb gilt k < |V| — 1. Durch
Induktion soll nun gezeigt werden, dass nach dem i-tem Durchlauf der zweiten for-Schleife
dist[v;] = 6(s, v;) gilt.

Induktionsanfang Zu Beginn gilt: dist[s] = 0 = &(s,s). Da es nach Voraussetzung keinen negati-
ven Kreis gibt, wird dist[s] nicht mehr verdndert, denn O ist bei positven Gewichten bereits
minimal.

Induktionsvorraussetzung dist[v;_;] = 6(s, v;_;) nach dem (i — 1)-tem Durchlauf der zweiten
for-Schleife.

Induktionsschluss Der Schluss von i — 1 auf i folgt analog zum Beweis des 2. Dijkstras Lemma.
|

Satz 3.16 (Satz {liber die Korrektheit des Bellman-Ford Algorithmus). Werde der Bellman-Ford
Algorithmus auf einem gerichteten, gewichteten Graphen G = (V, E) mit Startknoten s ausgefiihrt.
Falls G einen negativen Kreis enthdlt, der von s aus erreichbar ist, gibt der Algorithmus false
guriick. Ansonsten gibt er true zurtick und es gilt fiir alle Knoten dist[v] = 6(s, v).

Beweis.

1. Fall Wenn es keine von s aus erreichbaren negativen Kreise gibt, gilt fiir alle erreichbaren
Knoten v: dist[v] = 6(s, v) wegen des 1. Bellman-Ford Lemma. Ist v nicht erreichbar von s,
so bleibt dist[v] offenbar co. Da nach Beendigung fiir alle Knoten gilt: dist[v] = 6(s, v) <
6(s,u) + f (u,v) = dist[u] + f (u, v), wobei die Ungleichung immer fiir kiirzeste Wege gilt,
wird niemals false zuriickgegeben.

2. Fall Enthalte G nun einen negativen Kreis ¢ = (v, v1, ..., V) der von s aus erreichbar ist, und
fiir den gilt: vy = v;. Es gilt dann

k
Yo f(vi,v) <0.
Nehmen wir an, Bellman-Ford gibt true zuriick, d.h., es gilt fir allei = 1,2, ..., k: dist[v;] <
dist[v;_,] + f (v;_;, v;). Dann gilt auch fiir die Summen:

S dist[v] < 3 dist[v, 4]+ Y, F(vg,v)

Da c ein Kreis ist, kommt jeder Summand in den beiden ersten Summen vor. Damit folgt:
Zi;l dist[v;] = Zi;l dist[v;_;] und damit 0 < Zf;lf(vi_l, v;)
Dies ist aber ein Widerspruch zu Z:.;l f(v;_1,v;) < 0 = Bellman-Ford gibt false zuriick

In beiden Fillen liefert der Algorithmus also das gewiinschte Ergebnis. d

3.3 Kurzeste Wege 73



Kantenreihenfolge: Kantenreihenfolge:

(v,2), (x,v), (x,¥), (¥, v), (7,5),
(z,v), (2,%), (2,¥), (5,%), (5,2)

(v,2), (x,v), x,y), (¥,V), (¥,5),
(z,V), (z,%), (z,¥), (5, %), (5,2)

Kantenreihenfolge: Kantenreihenfolge:

(U’z)’ (XJ v)’ (xJ .y)’ (y’ V), (y’s)’
(2,v), (z,x), (2,5), (5,%), (s,2)

(v,2), (x,v), (x, ), (¥, v), (¥,5),
(2,v), (z,x), (2,5, (s,x), (s,2)

Kantenreihenfolge:

Kantenreihenfolge:

(U’Z)’ (xJ v)’ (xJ y)’ (y’v)’ (y! s)’
(z,v), (z,%), (2,¥), (s,x), (s,2)

(v,2), (x,v), (%), (¥, v), (¥,5),
(2,v), (2,x), (2,5), (5,x), (s,2)

Abbildung 3.24: Schematischer Ablauf des Bellman-Ford-Algorithmus (Teil 1).

Im Gegensatz zum Dijkstra-Algorithmus besitzt der Bellman-Ford-Algorithmus keine Auswahlstra-
tegie. Er durchlauft zyklisch alle Kanten und prift, ob der Distanzwert am Zielknoten geupdatet
werden muss. Nach |[V| — 1 Runden stehen die entgliltigen Distanzen fest und der Algorithmus
hat entweder einen kiirzesten Weg oder einen negativen Kreis gefunden.
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Kantenreihenfolge: Kantenreihenfolge:

(v,2), (x,v), (x,¥), (¥, v), (¥,9),
(z,v), (z,x), (2,5), (5,%), (s,2)

(U’Z)’ (xJ v)) (xJ .y)’ (y’ U)’ (y’s),
(2, ), (2,%), (2,y), (s,x), (5,2)

Kantenreihenfolge: Kantenreihenfolge:

(v,2), (x,v), (x,¥), (v, V), (¥,5),
(z,v), (z,%), (2,¥), (5,x), (5,2)

(VJ Z)’ (X’ U), (XJ y)’ (y’ U)J (.y’s)’
(2,v), (z,%), (2,5), (s, %), (5,2)

Kantenreihenfolge:

Kantenreihenfolge:

(v,2), (x,v), (x,¥), (¥, v), (¥9),
(2,v), (z,x), (2,5), (5,%), (,2)

(v’z)’ (xJ l})’ (xJ .y)’ (y’ U)’ (y’s)’
(2,v), (2,%), (2,y), (s,X), (5,2)

Abbildung 3.25: Schematischer Ablauf des Bellman-Ford-Algorithmus (Teil 2).

(Fortsetzung der vorangehenden Seite.) Die Schritte des Algorithmus nicht einzeln dargestellt.
Die Kanten wurden zu Gruppen zusammengefasst, in denen Distanzwerte geupdatet werden
und in denen nichts passiert. Folglich stellen die beiden linken Spalten dieses Schemas fir sich
alleine betrachtet auch schon den Bellman-Ford-Algorithmus dar.
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3.4 Spannbaume

In diesem Kapitel sollen nun Spannbaume behandelt werden. Dies sind spezielle Badume, die alle
Knoten des zugehorigen Graphen enthalten, aber nur so viele Kanten des Graphen, wie benétigt
werden, damit der Baum zusammenhingend ist. Sie spielen beispielsweise bei der Planung von
Bewdsserungssystemen zur Vermeidung redundanter Rohre eine Rolle.

Definition 3.19. Ein Gewichteter ungerichteter Graph (G, f) ist ein ungerichteter Graph G = (V, E)
mit Gewichtsfunktion f : E — R.

Definition 3.20. Ist H = (U,F), U C V, F C E, ein Teilgraph von G, so ist das Gewicht f (H) von
H definiert als w(H) = ZeEF w(e).

Definition 3.21. Ein Teilgraph H eines ungerichteten Graphen G heifst Spannbaum von G, wenn H
ein Baum ist und alle Knoten von G enthdlt.

Definition 3.22. Ein Spannbaum S eines gewichteten ungerichteten Graphen G heifst minimaler

Spannbaum von G, wenn S minimales Gewicht unter allen Spannbdumen von G besitzt.

Graph G

Spannbaum fir G,
minimal

2 2
4
2
3N1 3 ‘ ;
Spannbaum fir G, Spannbaum fir G,

minimal nicht minimal

Abbildung 3.26: Schema einiger Spannbdume.

Dargestellt ist ein Graph und drei Spannbdume dieses Graphen. Zwei der Spannbdume sind
minimal, da sie unter allen Spannbdumen minimales Gewicht (ndmlich 6) besitzen. Es gibt zu
diesem Graphen weitere Spannbaume, aber keine weiteren minimalen Spannbdume.
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3.4.1 Minimal Spanning Tree (MST) Algorithmus

Es soll nun ein Algorithmus gefunden werden, der bei einem gegeben gewichteten ungerichteten
Graph (G, f) mit G = (V, E) effizient einen minimalen Spannbaum von (G, f) findet.

Dabei soll so vorgegangen werden, dass iterativ eine Kantenmenge A C E zu einem minimalen
Spannbaum erweitert wird.

Definition 3.23. Eine Kante (u, v) heifst A-sicher, wenn AU (u, v) zu einem minimalen Spannbaum
erweitert werden kann.
Der Grundaufbau des Algorithmus ist dann wie folgt:

* ZuBeginn: A=10

* Ersetze in jedem Schritt A durch AU (u, v), wobei (u, v) eine A-sichere Kante ist.

* Wiederhole dies so lange, bis |A| = |V| -1

Als generischer ,,Minimal Spanning Tree“-Algorithmus (kurz MST) ergibt sich:

Listing 3.8: Generischer MST-Algorithmus

Generic-MST (G,f):
A := empty set
while A is no spanning tree
for an arbitrary A-safe edge (u,v)
A := A union {(u,v)}
return A

1w N

Wobei in dem Algorithmus das Ersetzen solange wiederholt wird, bis A ein Spannbaum ist. Dies
entspricht aber |A| = |V| — 1, da nur A-sichere Kanten eingefiigt wurden und die (|[V| — 1)-te
Kante somit den Spannbaum fertigstellt.

Definition 3.24. Ein Schnitt (C,V \ C) in einem Graphen G = (V, E) ist eine Partition der Knoten-
menge V des Graphen G in die beiden Mengen C und V \ C.

Definition 3.25. Eine Kante von G kreugzt einen Schnitt (C,V \ C), wenn ein Knoten der Kante in
C, der andere in V \ C liegt.

Definition 3.26. Fiir einen Schnitt (C,V \ C) ist eine Teilmenge A C E vertrdglich, wenn kein
Element von A den Schnitt kreuzt.

Definition 3.27. Eine den Schnitt (C,V \ C) kreuzende Kante heifst leicht, wenn sie eine Kante
minimalen Gewichts unter den (C,V \ C) kreuzenden Kanten ist.
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Satz 3.17 (Erster Satz liber Minimale Spannbaume). Sei (G, f) ein gewichteter, ungerichteter
Graph. Es gebe einen minimalen Spannbaum T in G, der die Kantenmenge A C E enthalte. Sei
(S,V \ 8) ein mit A vertrdglicher Schnitt

[...vertrdglich: kein Element von A kreugt den Schnitt]
und (u, v) sei eine leichte (S,V \ S) kreuzende Kante.

[... leicht: Kante minimalen Gewichts unter den (C,V \ C) kreugenden Kanten]
Dann ist (u, v) eine A-sichere Kante.

Satz 3.18 (Zweiter Satz iiber Minimale Spannbdume). Sei (G, f ) ein gewichteter;, ungerichteter
Graph. Es gebe einen minimalen Spannbaum in G, der die Kantenmenge A C E enthalte. Ist (u, v)
eine leichte Kante minimalen Gewichts, die einen Baum B des Waldes G, = (V,A) mit einem anderen
Baum von G, verbindet, so ist (u, v) A-sicher.
Beweis.
* Der Schnitt (B, V \ B) ist A-vertriglich. Denn:
— B ist eine Zusammenhangskomponente von G, = (V,A)
— also ist B ein Baum, der keine Kanten in G4 zu V \ B aufweist
— also A-vertréglich (folgt direkt aus der Definition)
* (u,v) ist deshalb eine leichte Kante fiir den Schnitt. Denn:
- (u, v) verbindet zwei Bidume, die Teil eines minimalen Spannbaums sind.
- Billiger konnen die beiden Teilbdume nicht verbunden werden.

* Also folgt (u, v) A-sicher mit dem 1. Satz iber Minimale Spannbdume.

3.4.2 Algorithmus von Prim

Ein weitere Algorithmus der sich mit Minimalen Spannbdumen beschaftigt ist der Algorithmus
von Prim. Die Idee dabei ist:

* Zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus besteht der Graph G, = (V,A) aus einem Baum T, und
einer Menge von isolierten Knoten I,

* Eine Kante minimalen Gewichts, die einen Knoten aus I, mit T, verbindet, wird zu A
hinzugefiigt und somit der Spannbaum minimal weiter aufgebaut.

* Die Knoten in I, sind in einem Min-Heap organisiert. Dabei ist der Schliissel key[v] eines
Knotens v € I, gegeben durch das minimale Gewicht einer Kante, die v mit T, verbindet.
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Listing 3.9: Algorithmus von Prim

1 Prim-MST (G,f,w):

2 for all v in V do

3 key[v] := infinity

4 pred[v] := nil

5 key[w] := nil

6 Q := Build-Heap (V)

7 while Q != empty set do

8 u := Extract-Min (Q)

9 for all v in adj(u) do

10 if v in Q and f(u,v) < key[v]
11 pred[v] :=u

12 key[v] := f(Cu,v)

13 Decrease-Key (Q,v,key[v])

Der Algorithmus bekommt als Eingabe den zu bearbeitenden Graphen G, die passende Gewichts-
funktion f und den Startknoten W. Dann bekommt der Startknoten den key 0 zugewiesen alle
anderen Knoten den key oo, auerdem wird fiir alle Knoten festgelegt, dass sie noch keinen
Vorginger 7 haben. Aus diesen Knoten wird nun ein Heap erzeugt.

In der while-Schleife wird nun solange der Heap nicht leer ist, der Knoten u mit minimalem
Schliissel aus dem Heap entfernt. Fiir alle seine Nachfolger, die sich noch im Heap befinden und
deren key grofer ist als das Kantengewicht der Kante zu u, wird der key auf dieses Kantengewicht
gesetzt und u als Vorginger gespeichert. Die Verdnderung des key wird natiirlich auch im Heap
gespeichert.

Fiir die Laufzeit des Algorithmus von Prim ergibt sich insgesamt O(|E| - log|V|), dies ergibt sich
aus den einzelnen Teilen:

¢ |V|-viele while-Durchléufe

e Zeile 7: O(log|V|)

e Zeilen 9-12: O(2 - |E|) Durchlaufe
e Zeile 12: O(log|V|)

Verwendet man spezielle Fibonacci-Heaps ist eine Gesamtlaufzeit in O(|V|log|V |+ |E|) moglich.
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Abbildung 3.27: Schematischer Ablauf des Algorithmus von Prim (Teil 1).

Gegeben sei ein ungerichteter Graph. Die Knoten und Kanten, die zum minimalen Spannbaum
gehodren, werden rot markiert. Als nachste Kante fir den minimalen Spannbaum wird in je-
dem Schritt diejenige Kante mit dem kleinsten Gewicht gewahlt, die zu keinem Knoten des
Spannbaumes fihrt.
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Abbildung 3.28: Schematischer Ablauf des Algorithmus von Prim (Teil 2).

(Fortsetzung der vorangehenden Seite.) Wie zu sehen ist, kdnnen dabei auch mehrere Kanten des
gleichen Ausgangsknotens gewahlt werden, wenn die Kanten entsprechende Gewichte besitzen.
Dass der Algorithmus mit einem Heap implementiert ist, geht in die graphische Darstellung nur
mittelbar Gber die Kantenauswahlregel ein.

3.4 Spannbiume 81



3.5 Maximale Fliisse

In diesem Abschnitt werden so genannte Flussprobleme behandelt. Dabei ist es meist Ziel
eines Flussproblems fiir einen gewichteten Graphen einen maximalen Fluss vom Start- zum
Endknoten, bzw. von Quelle zu Senke zu finden. Flussprobleme finden haufig Anwendung bei der
Modellierung von Verteilungsproblemen, Transport- und Umladeproblemen. Zu transportierende
Ware sind z.B. Wasser, Strom, Gas, Fahrzeuge.

Zur Einfiihrung soll folgendes Transportproblem als Beispiel dienen:

Edmonton Saskatoon

12
16 10
Vancouver 10| 4 9 @ Winnipeg
13 4
14 @

Calgary Regina

Abbildung 3.29: Beispiel eines Flussproblems:
Die Fabrik in Vancouver ist die Quelle s, der Grossmarkt in Winnipeg die Senke t. Die GUter
mussen Uber StraBen zum Zielort gebracht werden. Leider kénnen nur ¢, , viele Giitereinheiten
pro Woche uber (u, v) transportiert werden. Wie kriegt man also jede Woche so viele Einheiten
des zu verkaufenden Guts Uber alle méglichen Wege von Vancouver nach Winnipeg?
Definition 3.28. Eine Flussnetzwerk hat folgenden Aufbau:

* G = (V,E) ist ein gerichteter Graph,

* jedes (u, v) € E besitzt eine nicht-negative Kapazitdtsbeschrdnkungen c(u,v) >0

* falls (u,v) ¢ E, gilt c(u,v) =0

* es gibt zwei ausgezeichnete Knoten: Quelle s und Senke t

* es gibt fiir jeden Knoten v einen Pfad von s nach v und einen von v nach t

Definition 3.29. Sei G = (V, E) ein Flussnetzwerk, sei s Quelle und t Senke. Ein Fluss in G ist eine
Funktion f : V XV — R mit:

* Kapazitdtsbeschrdankung: f(u,v) < c(u, v) fiir alleu,v € V
o Symmetrie: f(u,v)=—f(v,u) firaleu,v €V
* Flusskonservierung: Y. , f(u,v) =0 firalleu € V

Definition 3.30. Der Wert eines Flusses ist |f| = ZUEV f (s, v), der Gesamtfluss aus s heraus
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3.5.1 Ford Fulkerson Algorithmus

Der Ford-Fulkerson Algorithmus kann fiir ein Flussproblem einen maximalen Fluss finden. Dafiir
wird mit einem Fluss angefangen und immer geschaut, ob es fiir diesen Fluss einen verbessernden
Pfad gibt. Solange dies zutrifft wird der Fluss entlang dieses Pfades verbessert.

Definition 3.31. Gegeben sei ein Flussnetzwerk und ein zuldssiger Fluss x von s nach t. Ein ,,aug-
menting path“ (oder ,,verbessernder Pfad“) ist ein Pfad P von s nach t bei dem die Kantenrichtungen
ignoriert werden mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir jede Kante (a, b), die von P in Vorwdrtsrichtung durchschritten (Vorwdrtskante) wird gilt:
f(a,b) <c(a,b). D.h., Vorwdrtskanten haben freie Kapagzitdten.

e Fiir jede Kante (b, a), die von P in Riickwdrtsrichtung durchschritten wird (Riickwdrtskante)
gilt: f(a,b) > 0.

Fiir die maximale Anderung entlang P ergibt sich dabei:

c(a,b) — f(a,b) entlang Vorwdrtskanten

min
Kanten von P {f(a, b) entlang Riickwdrtskanten

Listing 3.10: Ford-Fulkerson Algorithmus

Ford-Fulkerson (G,s,t):
Initialize flow with O
while exists(augmenting path p)
Improve flow f along p
return f

u W

Definition 3.32. Sei f ein Fluss in G. c;(u, v) = c(u, v) — f (u, v) nennt man residuale Kapazitdt.

Definition 3.33. Sei G = (V, E) ein Flussnetzwerk und f ein Fluss. Das residuale Netzwerk ist
dann Gy = (V, E¢) mit E; = {(u,v) € V x Vlcs(u, v) > 0}. Es kénnen im residualen Graphen mehr
Kanten sein, als im Originalen. Denn im residualen Netzwerk sind an allen Kanten des Orginals zwei
Kanten (in beide Richtungen), aufSer es gilt f (u, v) = 0 oder f (u, v) = c(u, v).

Definition 3.34. Ein Schnitt eines Flufsnetzwerkes ist eine Aufteilung der Knoten V in die Mengen
Sund T=V\S,sodasss€SundteT.

Definition 3.35. Wenn f ein Fluss ist, dann ist ein Netzfluss iiber einen Schnitt (S, T') definiert als

D, flab)

(a,b)eE
a€S,beT

Definition 3.36. Die Kapazitdt eines Schnittes (S, T) ist: C(S,T) = Z c(a, b)

(a,b)eE
a€S, beT
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Abbildung 3.30: Beispiel eines residualen Netzwerks.

Im ersten Bild sind jeweils Fluss-Wert und Kapazitdt der Kanten des Graphen angegeben. Im
zweiten Bild ist das Residuale Netzwerk abgebildet. Das dritte Bild zeigt einen verbessernden Pfad
und im vierten sind Fluss-Wert des verbesserten Flusses und Kapazitat der Kanten angegeben.
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Satz 3.19 (Erster Satz iiber residuale Netzwerke). Sei G = (V, E) ein Flussnetzwerk und sei f ein
Fluss. Sei G’ das residuale Netzwerk von G, und sei f’ ein Fluss in G’ entlang eines verbessernden
Pfades. Dann gilt fiir die Summe der Fliisse f +f': |f +f'| = |f|+|f’|. Die Erhéhung in G entspricht
also dem Pfad aus G'.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Konstruktion von G'. O

Satz 3.20 (Zweiter Satz iiber residuale Netzwerke). Wenn (S, T) ein Schnitt ist, kann der Fluss
von S nach T nicht gréfSer sein, als die Kapagzitdt des Schnitts.

Beweis. Fiir jede einzelne Kante (u, v) von S nach T gilt, dass f(u, v) < c(u, v). Also gilt auch

fiir die Summe {iber alle Kanten von S nach T: Zues,veTf(u, v) < ZuES,UET c(u,v) O

Satz 3.21 (Max-Flow Min-Cut Theorem). Sei f ein Fluss in einem Flussnetzwerk G = (V, E) mit
Quelle s und Senke t. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist ein maximaler Fluss.
2. Das residuale Netzwerk Gy enthdlt keinen verbessernden Pfad.

3. Es gibt einen Schnitt (S, T) so, dass |f| = Zues ver (U, v)

Beweis.

1= 2: Annahme, f sei ein maximaler Fluss und G, enthilt einen verbessernden Pfad f’. Der
verbessernde Pfad ist aber gerade so gewahlt, dass er hilft, den Fluss f zu vergrof3ern.
Damit wire also |f + f’| > |f|. Dann wére aber f nicht maximal gewesen. = Widerspruch!
= Annahme war falsch = 2.

2 => 3: Annahme: Es gebe keinen verbessernden Pfad. Dann gibt es keinen Weg in G, von s nach
t, bei dem die Kantenkapazititen > 0 sind. Sei nun S = {v € V mit: es gibt einen Pfad von
s zu v in G¢}. Dann ist (S, T = V '\ S) eine Partition und fiir jede Kante (u, v) mit u € S und
v €T gilt f(u,v) = c(u, v), da sonst (u, v) € E;.

3=1: Essei |f| = ZUES,UET c(u,v), fiir S und T wie in Punkt 2. Aus dem zweiten Satz iiber
residuale Netzwerke folgt, dass es keinen groferen Fluss gibt.

O

Verbessernde Pfade kann man mittels Breitensuche finden. Dabei muss dann nach einem Weg
gesucht werden.

Satz 3.22 (Erster Satz des Ford-Fulkerson Algorithmus). Wenn der Ford-Fulkerson Algorithmus
terminiert, terminiert er mit optimaler Losung.

Beweis. Bilde nach der Terminierung die Mengen S und T wie im Max-flow min-cut Theorem. Alle
Vorwirtskanten sind dann saturiert (d.h. der Fluss {iber sie ist maximal), alle Riickwartskanten
leer. (Sonst héitte der Algorithmus nicht terminiert) Der (S, T)-Schnitt hat den gleichen Wert, wie
der Fluss, den der Algorithmus liefert. O
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Satz 3.23 (Zweiter Satz des Ford-Fulkerson Algorithmus). Der Ford-Fulkerson Algorithmus ter-
miniert nach endlich vielen Schritten, sofern alle Inputparameter natiirliche oder rationale Zahlen
sind.

Beweis. natiirliche Zahlen: klar, da der Fluss immer um ganzzahlige Einheiten erhoht wird.
rationale Zahlen: klar, da man vor Beginn der Berechnungen mit gemeinsamen Nenner multipli-
zieren kann. O

Unter bestimmten Bednigungen kann man fiir den Ford-Fulkerson-Algorithmus eine polynomielle
Laufzeit nachweisen.

Weitere Fluss-Probleme

Neben dem behandelten Maximalen-Fluss-Problems werden nun noch zwei verwandte Probleme
erlautert.

Das erste Problem unterscheidet sich lediglich durch mehrere Quellen und/oder Senken von dem
bereits bekanntem.

Das zweite Problem ist das Maximum Matching in bipartiten Graphen. Dabei handelt es sich
um ein Paarungsproblem. Ziel ist es einen Teilgraphen zu finden, der moglichst viele Knoten
bzw. Kanten beinhaltet, wobei von einem Knoten immer nur ein Kante abgehen oder ankommen
darf. Ein Teilgraph mit dieser Eigenschaft hei3t Matching, die Anzahl der beinhalteten Kanten
definiert die Grof3e des Matching und ein Maximum-Matching ist dementsprechen das grofite
Matching eines Graphen.

Satz 3.24. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Knotenpartitionierung V. = L UR. Sei G’ =
(V’,E") das zugehorige Flussnetzwerk. Dann gilt: Wenn M ein Matching in G ist, dann gibt es einen
ganzzahligen Fluss in G’ mit |f| = |M|. Wenn andersherum f ein ganzzahliger Fluss in G’ ist, dann
gibt es ein Matching M in G mit |f | = |M]|.

ol
g/ I Q\
=

Abbildung 3.31: Beispiel eines Maximalen-Fluss-Problems mit mehreren Quellen und Senken.

86 3 Algorithmen auf Graphen

.

Matching der Grof3e 2

Maximum-Matching der Grof3e 3

Abbildung 3.32: Darstellung eines Maximalen Matchings.
Abgebildet ist der gesamte Graph, das Matching besteht jeweils nur aus den roten Kanten.

L R E‘={(s,u):ulL}
O{(u,v) : uOL,vOR, (u,v)OE}

O{ (u,t): udR}
, und Einheitsgewichte fir die Kanten

Abbildung 3.33: Schema eines Maximalen-Matching-Problems bipartiter Graphen.

An jedem der Knoten (auBer s und t) ist entweder keine Kante im Matching oder es geht genau
eine Kante (rot) ab und eine kommt an. Durch die Einflihrung der zuséatzlichen Knoten s und t
transformiert man das Matching-Problem in ein Flussproblem.

3.5 Maximale Flisse 87



3.6 Traveling Salesman

Das Travelling Salesman Problem mit Dreiecksungleichung:

Gegeben ist ein vollstindiger Graph G = (V, E) mit Kostenfunktion ¢ : V XV — Z,k € Z.

Zusatzlich gilt die Dreiecksungleichung: c(u,w) < c(u, v) + c(v,w)

Die Frage ist, ob es eine Rundtour gibt, die jeden Knoten genau einmal besucht mit Kosten
hochstens k.

Dieses Problem ist NP-vollstandig.

Zur Losung betrachte folgenden Algorithmus:

1. wiéhle einen Knoten r als Startknoten
2. erzeuge einen minimalen Spannbaum mit Hilfe des Algorithmus von Prim.
3. durchlaufe mittels Tiefensuche den minimalen Spannbaum

Beobachtung: Dieser Algorithmus lduft durch die Tiefensuche eine Tour, deren Kosten hdochstens
so grof3 sind, wie die das Doppelte der Kosten einer minimalen Rundreise. Denn es wird keine
Kante des minimalen Spannbaums mehr als zweimal durchlaufen und die Kosten der minimalen
Rundreise miissen grof3er sein als die des minimalne Spannbaums. Leider ist unsere bisherige
Tour noch keine Rundreise. Das dndern wir wie folgt: Wenn ein Knoten auf unserer Tour
bereits besucht wurde, besuche diesen nicht nochmal, sondern gehe zum néchsten auf der Tour
liegenden Knoten direkt hin. Der direkte Weg ist eine Abkiirzung, weil nach der Vorraussetzung
die Dreiecksungleichung gilt. Die neue Tour ist eine Rundtour, und ihre Kosten sind nicht groBer
als die Kosten der Tour, die zweimal den minimalen Spannbaum abl4uft.

Fazit: Wir haben einen Ndherungsalgorithmus mit Giite 2 gefunden.

Abbildung 3.34: Beispiel zum Traveling-Salesman-Problem.
Der minimale Spannbaum ist schwarz eingezeichnet, im linken Bild ist zusatzlich der Weg der
Tiefensuche (blau) dargestellt und rechts die Rundtour(rot).

Vermutlich gibt es keinen effizienten Algorithmus fiir das TSP - Problem mit Dreiecksungleichung.
Aber, wir kénnen verschiedene Moglichkeiten, Kanten zu Kreisen zu fiigen ausprobieren und
bewerten. Dies macht der Branch and Bound - Algorithmus, der nun an einem Beispiel gezeigt
wird.
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Abbildung 3.35: Schematischer Ablauf des Traveling-Salesman-Algorithmus.

Bekannt sei, dass es eine Tour mit Kosten y gibt. x(a, b) = 1 bedeute, Kante (a, b) wird hinzuge-
nommen, c(a, b) seien die Kosten der Kante (a, b). Mit Hilfe des Branch and Bound - Algorithmus
lassen sich viele Mdglichkeiten ausschlieBen, sodass fast nie wirklich alle méglichen Touren aus-
probiert und bewertet werden mussen. Im worst-case ist die Laufzeit des Branch and Bound -
Algorithmus dennoch exponentiell.
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Kapitel 4

Sortieren in Arrays

Eine zentrale Aufgabe von Algorithmen ist das Sortieren von beliebigen Elementen, die eine
Ordnungsrelation zueinander haben. Wir werden im Folgenden ,,nur“ Zahlenfolgen sortieren.
Diese Einschrankung ist aber willkiirlich und macht fiir die Algorithmik keinen Unterschied.
Allgemeiner kénnten wir davon ausgehen, dass eine Menge von Objekten vorliegt, fiir die eine
Ordnungdrelation definiert ist. Das kann ebenfalls ein Zahlenschliissel sein, kann aber auch z.B.
eine lexikographische Ordnung wie beim Sortieren von Namen sein.

Eingabe Folge von Zahlen (ay,...,a,)

Gesucht Permutation (ay,...,a,), sodassaj <--- < a/,

Typischerweise werden die Daten in Arrays gespeichert. Ein Array ist eine Datenstruktur, in der
Daten an nummerierten Platzen gespeichert werden konnen.

In diesem Kapitel werden mehrere Sortieralgorithmen vorgestellt.

4.1 Insertion Sort

Insertion-Sort beginnt zunéichst die erste zwei Elemente zu sortieren und nimmt dann in jedem
Durchlauf ein weiteres Element hinzu und ordnet dieses in den bereits sortierten Teil ein. Um das
Einordnen im Array korrekt auszufiihren, wird das einzusortierende Element zwischengespeichert.
Dann werden alle Elemente des sortierten Teils, die grofRer sind als dieses Element um einen
Platz verschoben und zum Schluss wird das zwischengespeicherte nach dem ersten kleineren
Element im Array gespeichert.

Listing 4.1: Insertion-Sort Algorithmus

1 Insertion-Sort (A):

2 for j := 2 to length (A) do

3 key := A[j]

4 i:=3 -1

5 while i > ® and A[i] > key
6 A[i+1] := A[i]

7 i=1-1

8 A[i+1] := key

Der Aufwand von Insertion-Sort liegt in O(n?), denn die for-Schleife wird n-mal durchlaufen,
dabei wird jedes mal die while-Schleife bis zu n-mal ausgefiihrt.
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Abbildung 4.1: Schematischer Ablauf des Insertion-Sort-Algorithmus.

In jedem Schritt (bzw. in jeder Zeile) wird die eingekreiste Zahl mit dem vor ihr liegendem Teil
des Array verglichen und an der richtigen (mit dem Pfeil gekennzeichneten) Stelle eingefiigt. Im
nachsten Schritt wird dann das nachste Element im Array betrachtet (und eingekreist).

4.2 Merge Sort

Seien A; und A, zwei sortierte Arrays der Ldngen m und n. Diese sollen zu einem neuen sortierten
Array A der Lange m + n verschmolzen werden. Dazu durchliuft die Merge-Operation A; und A,
von ,links“ nach ,rechts” mit zwei Indexzeigern i und j und fiihrt eine Art ,Reillverschlul3verfah-
ren“ aus. Dabei wird immer der kleinere der angezeigten Werte aus A; und A, in A hinzugefiigt
und der entsprechende Zeiger um eins nach rechts verschoben.

Listing 4.2: Merge-Algorithmus (Ansatz)

1 Merge (Al,A2):

2 i =1

3 j =1

4 k :=1

5 while i <= m and j <= n

6 if A1[i] < A2[j]

7 A[k] := A1[i]

8 else

9 A[k] := A2[j]

10 = k + 1

11 i=1+1

12 if i == m+1 and j <= n

13 Haenge die restlichen Elemente von A2 an A
14 if j == n+l and i <= m

15 Haenge die restlichen Elemente von Al an A

Der Aufwand der Merge-Operation liegt in O(n + m).
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Abbildung 4.2: Idee der Merge-Operation.

A; und A, sind die beiden Arrays, die zu einem Array A zusammengefiigt werden sollen. Die beiden
Pfeile zeigen auf die zu vergleichenden Elemente, das kleinere von ihnen wird zu A hinzugefligt
und der Pfeil in dem entsprechenden Array um eine Position nach rechts verschoben.

Der Merge-Sort Algorithmus (siehe Listing 4.3) ruft sich rekursiv immer weiter fiir die linke
und rechte Hilfte des eingegebenen Array auf. Danach wird die Merge-Operation auf dem
entstandenen Array aufgerufen. Da die Merge-Operation immer erst aufgerufen wird, wenn der
Merge-Algorithmus schon fiir beide Hélften durchgelaufen ist, wird die Merge-Operation immer
fiir zwei sortierte Arrays aufgerufen und fiigt diese sortiert zusammen.

Listing 4.3: Merge-Sort Algorithmus

Merge-Sort (A,l,r):
ifl <r
m := floor ( (l+r)/2 )
Merge-Sort (A,1l,m)
Merge-Sort (A,m+1,r)
Merge (A,l,m,r)

AN AW N

Die Korrektheit kann durch die Induktion iiber die Anzahl der zu sortierenden Komponenten
gezeigt werden.

Die Laufzeit O(nlogn) des Merge-Sort Algorithmus bei einer Linge n der zu sortierenden
Zahlenfolge ergibt sich mit Hilfe des Mastertheorems:

(1) fallsn=1
T(n)=
ZT(g) fallsn > 1
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MergeSort(A,1,8) 63 24 12 53 72 18 44 35
MergeSort(A,1,4) 63 24 12 53 72 18 44 35
MergeSort(A,1,2) 63 24 12 53 72 18 44 35
MergeSort(A,1,1) 24 12 53 72 18 44 35
MergeSort(A,2,2) 12 53 72 18 44 35
Merge(A,1,1,2) [24 63|12 53 72 18 44 35
MergeSort(A,3,4) (24 63]12 53 72 18 44 35
MergeSort(A,3,3) 53 72 18 44 35
MergeSort(A,4,4) 72 18 44 35
Merge(A,3,3,4) [24 63112 53]72 18 44 35
Merge(A,1,2,4) 12 24 53 63|72 18 44 35
MergeSort(A,5,8) [12 24 53 63|72 18 44 35
MergeSort(A,5,6) [12 24 53 63|72 18 44 35
MergeSort(A,5,5) (12 24 53 63 72| 18 44 35
MergeSort(A,6,6) (12 24 53 63 |72[[1844 35
Merge(A,5,5,6) 18 7244 35
MergeSort(A,7,8) 18 72|44 35
MergeSort(A,7,7) [12 24 53 6318 72 |44 35
MergeSort(A,8,8) [12 24 53 63118 72 |44 35|
Merge(A,7,7,8) 12 24 53 63|18 72
Merge(A,5,6,8) 12 24 53 63|18 35 44 72
Merge(A,1,4,8) [12 18 24 35 44 53 63 72

Abbildung 4.3: Schematische Ablauf des Merge-Sort-Algorithmus.

In der linken Spalte sind die einzelnen Aufrufe von MergeSort aufgefiihrt in der rechten das Array
zu dem entsprechenden Zeitpunkt. Die griin markierten Teile des Arrays wurden bereits mit der
Merge-Operation sortiert.

Fiir eine Eingabe von mehr als 600 Elementen eignet sich erfahrungsgemaf ein anderer Algo-
rithmus besonders gut: Der Heapsort-Algoithmus beruht auf Vergleichen und Vertauschen von
Elementenpaaren.

4.3 Heap Sort

Der Heap-Algorithmus baut aus den Elementen einen Heap. Dann tauscht es immer das erste
Element mit dem letzten, verringert die HeapgréRe um eins und stellt danach mit Heapify die
Heapeigenschaft wieder her. Somit wird immer das kleinste Element des Heap hinten angehéngt
und auch nicht mehr verandert, da der Heap verkiirzt wird.
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Listing 4.4: Heap-Sort Algorithmus

1 Heap-Sort:

2 Build-Heap

3 for i := 1 to n do

4 Tausche erstes und letztes Element im Heaparray
5 size := size -1

6 Heapify

Auch die Laufzeit von Heapsort liegt in O(nlogn).

4.4 Quick Sort

Bei weniger Elementen gibt es einen weitere Algorithmus, der meist schneller als Heapsort ist. Es
handelt sich um den auf einer variablen Aufteilung des Eingabearrays basierenden Quicksort-
Algorithmus. Er wurde 1962 von C.A.R. Hoare entwickelt. Obwohl sich Quicksort bei einer
geringen EingabegréfRe bewihrt hat, werden im Worst Case (n?) Vergleiche (Hauptoperation
des Algorithmus) ben6tigt. Im Mittel ergeben sich aber nur O(nlogn) Vergleiche.

Grob lasst sich der Quicksort-Algorithmus folgendermalf3en darstellen:
1. Gegeben sei ein Array A mit n Komponenten
2. Wihle ein beliebiges Pivotelement A[pivot]
3. Zerlege A in zwei Teilbereiche A[0], ...A[k — 1] und A[k + 1], ...A[n], so dass
* a) Ali] <A[pivot] fiir alle i=0,...,k-1
e b) Ali] =A[pivot]
* ¢) Ali] > A[pivot] fiir alle i=k+1,...,n

4. Sofern ein Teilbereich aus mehr als einer Komponente besteht, so wende Quicksort rekursiv
auf ihn an. (also evtl. auch fiir beide Teilbereiche)

Die Korrektheit ergibt sich leicht: Durch die Zerlegung in den Zeilen 3a-3c befinden sich alle
Elemente, die kleiner als A[pivot] sind in einem Teilarray und alle die groBer sind im anderen.
Wenn beide Teilbereiche sortiert sind, ist also auch das Gesamtarray sortiert. Der Rest folgt
induktiv.
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Listing 4.5: Schritt 3: Zerlege A

1 pivot := arbitrary i in 1..n

2 1 :=1

3 r :=n

4 while 1 < r

5 Find smallest 1’ >= 1 mit A[1’] >= A[pivot]

6 Find largest r’ <= r mit A[r’] < A[pivot] or r’ ==
pivot

7 if 17 ==r’

8 STOP

9 else

10 Swap A[1’] und A[r’]

11 S := pivot;

12 if S == 1"

13 pivot :=r’

14 r :=r’

15 else

16 r :=r’ -1

17 if S ==r’

18 pivot := 1’

19 1 :=1"

20 else

21 1 :=1" +1

Der Ablauf des Zerlegungsschritts wird am Beispiel klar:

Tabelle 4.1: Beispiel zum Quicksort-Algorithmus (n = 13, pivot = 7).

Array

Schritt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 15 47 33 87 98 17 53 76 83 2 53 27 44
2 15 47 33 44 98 17 53 76 83 2 53 27 87
3 15 47 33 44 27 17 53 76 83 2 53 98 87
4 15 47 33 44 27 17 2 76 83 53 53 98 87
5 15 47 33 44 27 17 2 53 83 76 53 98 87
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Als Pivotelement wurde A[7] (also 53) gewéhlt. Von rechts und links wird nun A durchlaufen
und die Elemente mit 53 verglichen. Wird ein Element gefunden, dass noch auf der falschen
Seite ist, so wird es mit einem gefundenem falsch platzierten Element auf der anderen Seite
getauscht. Im ersten Schritt werden so 87 und 44 getauscht.

Im Worst-Case wird das Array der Lange n in zwei Teilbereiche der Lidnge 1 und n — 1 aufgeteilt.
Die Anzahl der Rekursionsaufrufe ist dann gleich n. Da in jeder Rekursionsebene fiir einen
Teilbereich der Linge r gerade r — 1 Vergleiche statt finden, erhdlt man fiir die Anzahl der
Vergleiche:

V(n) = (n—1)+(n—2)+-~+2+1=$ = o(n?)

Dies ist sehr schlecht. Jedoch wird man bei der Analyse dem Quicksort-Algorithmus gerechter,
wenn man sich die durchschnittliche Laufzeit bei Gleichverteilung aller n! vielen moglichen
Reihenfolgen der Elemente A[1],...,A[n] ansieht, anstatt die schlechtest mogliche Laufzeit.
,Gleichverteilung“ bedeutet, dass jede mogliche Permutation mit dem gleichen Gewicht 1/(n!)
eingehen soll.

Sei IT die Menge aller Permutationen von 1,. .., n. Fiir © € II sei C(7r) die Anzahl von Vergleichen,
die Quicksort benotigt, um 7 zu sortieren. Dann ist die durchschnittliche Anzahl der Vergleiche:

1
v(n)=— > cm
nell
Im Folgenden schétzen wir V(n) nach oben ab.

Teile die Menge II aller Permutationen in die Mengen I, ..., IT,, wobei gilt:
[T, = {m €II|das k-te Element wird festgehalten}

In so einer Menge II; ist also genau ein Element fixiert, alle anderen konnen in beliebiger
Reihenfolge auftreten. Also ist |[[I,| =(n—1)! fiirk =1,...,n.

Fiir alle 7w € I1, ergibt sich die Zerlegung in Quicksort so, dass zwei Teilarrays 7t; (von 1,2,...,k—
1) und 7, (von k+1,...,n) entstehen. Die Anzahl der Vergleiche, mit denen 7 in m; und 7,
zerlegt wird ist < n. Dann gilt:

C(m) <n+C(my)+C(my)

Summiert man {iber alle 7 € IT;, so ergibt sich wegen |I1;| = (n — 1)! die Abschéitzung:

diclm) < Din+ Y Clm)+ Y. Clmy) = S;+8,+85;

TE} T} TE) TE)
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Hierbei ist S; = Znenk n=(n-1)!-n=n!. Wenn 7 alle Permutationen von II, durchléuft,

entstehen bei 77; alle Permutationen von 1, ...,k —1, und zwar jede davon ((n—1)!/(k—1)!)-mal,
da TI; ja insgesamt (n — 1)! Permutationen enthélt. Also folgt:
(n—1)

2= (k—l)!'Z C(ry) =(n—-1!-V(k-1)

Analog gilt S; = (n—1)!-V(n—k). Durch Zusammensetzen aller Gleichungen bzw. Ungleichungen
erhalten wir:

V(n) = %Zc(n) = %Z Z c(n)

mell " k=1 nell

IN

%Z[nH—(n—l)!~V(k—1)+(n—1)!~V(n—k)]
T k=1

= n—!-21+(n_1)! -ZV(k—1)+—(n_'1)!ZV(n—k)
=) L

n! oy n!

1< 1¢
= n+H;V(k—1)+;;V(k—l)

2 n
=n+=» V(k-1)
nk:1

Beachtet man noch die Anfangswerte der Rekursionsgleichung, so gilt:
5 nl
V(0)=V(1)=0, V(2)=1, V(n) <n+ ;;v(k) fir n>2
Die Losung der Rekursionsgleichung ergibt
V(n) < 2-n-In(n) = 0(n-log(n))
Da die Anzahl der Vergleiche auch die Anzahl der Vertauschungen bestimmt, und die Anzahl

Vertauschungen plus die Anzahl der Vergleiche die Laufzeit bestimmen, lduft der Quicksort-
Algorithmus in Laufzeit O(n - log(n)).
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4.5 Bucket Sort

Bisher wurden nur Sortieralgorithmen vorgestellt, die eine Laufzeit von O(n - log n) haben. Mit
entsprechenden Einschrdnkungen geht es aber auch schneller. Ein Beispiel dafiir ist der Bucketsort-
Algorithmus mit der Einschrdnkung, dass er nur Zahlen einer vorgegebenen Zahlenmenge
sortieren kann:

Einschrankung: a4, ...,a, € 1,...,.M

Nutze Array L[1 : M] von linearen Listen, d.h. jeder Einrag von L ist eine Liste.

BucketSort (Eingabe ag, ...,a, €1,..., M)

zu Beginn: L[i] ist leer fiir allei =1, ..., M.

1. Fiir j = 1,...,n: Hange a; an Liste L[a;] an.
2. Hénge die Listen L[1],..., L[M] zur Liste L hintereinander.
3. Durchlaufe L von vorne nach hinten und gebe die gelesenen Werte aus.

Fiir die Laufzeit und den Speicherbedarf ergibt sich O(n+ M).

4.6 Laufzeitvergleich

Es lasst sich nun also die Frage beantworten, ob es Sortieralgorithmen mit einer Laufzeit gibt,
die schneller als O(nlog(n)) ist:

o Ja“, wenn man Sortieralgorithmen entwirft, die nicht auf paarweisen Schliisselvergleichen
beruhen. Das erfordert spezielle Annahmen, wie z.B. beim Bucket-Sort.

*  Nein“, wenn man sich auf Algorithmen beschrinkt, die paarweise Schliissel vergleichen. In
diesem Sinne sind also Heapsort und Mergesort Optimale Algorithmen.

Dennoch l&sst sich fiir die Laufzeit von Sortieralgorithmen eine unter Schranke finden, dies zeigt
der folgende Satz.

Satz 4.1. Jeder deterministische Sortieralgorithmus, der auf paarweisen Vergleichen von Schliisseln
basiert, braucht zum Sortieren eines n-elementigen Arrays Sowohl im Worst-Case also auch im Mittel
(bei Gleichverteilung) Q(nlog(n)) Vergleiche.
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Bemerkungen zu diesem Satz:

* Der Satz zeigt, dass Mergesort und Heapsort bzgl. Der GroRenordnung ihrer Laufzeiten
optimal sind, und dass Laufzeitunterschiede lediglich den O-Konstanten zuzuschreiben sind.

* Man beachte den Unterschied zu den bisherigen asymptotischen Abschitzungen fiir ein
Problem:

— Jene erhielten wir, indem ein konkreter Algorithmus, der das Problem 16st, analysiert
wurde.

- Die im Satz formulierte Q-Abschitzung bezieht sich jedoch auf alle méglichen Sortier-
verfahren (bekannte und unbekannte)!

Der Beweis des Satz soll nicht genau gezeigt werden, allerdings wird nun die Beweisidee erlautert:
e fiir ein Array mit n Elementen gibt es n! verschiedene Anordnungen.

* wenn man ein Array nur durch paarweise Vergleiche und paarweise Vertauschungen sortiert,
lassen sich die Datenbewegungen mit protokollieren und man bekommt heraus, welche
Permutation man auf die Ausgangsfolge anwenden muss, um eine sortierte Folge zu erhalten.

pro Vergleichsabfrage 143t sich jeweils die Halfte der noch verbleibenden Permutationsmég-
lichkeiten ausschlief3en.

Beispiel: Wenn man erfihrt, dass A[5] > A[6] ist, lassen sich alle Permutationen, die zu
A[5] < A[6] fiihren, ausschliessen.

betrachtet man nun einen Algorithmus, der durch Vergleiche und Vertauschungen die
sortierte Folge erzeugt, bewegt sich dieser durch einen Baum von méglichen Ergebnissen
und Abfragen:

Dieser Bindrbaum hat an jedem Blatt eine der moglichen Permutationen, an allen anderen
Knoten befinden sich Abfragen.

* Ein bindrer Baum mit n! Blédttern hat eine Hohe von log(n!) € Q(nlog(n)). Somit lésst sich
mit Q(nlog(n)) Abfagen die richtige der n! Permutationen finden.

Ende
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