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Gruppentibung

Aufgabe G17 (Numerische Lésung eines Anfangswertproblems)
Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(t) =2y —e, y(0)=2.
(a) Verwende nun die folgenden numerischen Verfahren mit Schritt@&item auf dem Intervall
[0, 1] Naherungswerte fly(¢) zu bestimmen:
e Explizites Euler-Verfahren,

e Verfahren von Heun,
e Klassisches Runge-Kutta-Verfahren (4.0rdnung).

(b) Die analytische Losung dieses AWPs lasst sich z.B. durch Variatiokalestanten berechnen

und lautet
y(t) = (e '+ 1)e* = e + .

Skizziere und vergleiche Deine Ergebnisse mit der analytischen Loswhigewrteile ihre Qua-
litat.
Aufgabe G18 (Butcher-Schema)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

2
mit der exakten Losung(t) = e%, sowie das folgende zweistufige, explizite Runge—Kutta Verfahren
mittels des dazugehérigen Butcher—Schemas

1
2
1
2

a) Berechne zu dem gegebenen Anfangswertproblem die Ver&ibrdsion des Runge—Kutta
Verfahrens zu dem Butcher—-Schema.

b) Berechne eine Naherungafl) mit Schrittweite% mit dem gegebenen Runge—Kutta Verfahren.
c) Gib den (globalen) Diskretisierungsfehler des Runge—Kutta Verfeshint = 1 an.



Aufgabe G19 (Konsistenz des implizites Euler-Verfahrens)
Zeige, dass das implizite Euler—\Verfahren zur Losung eines Anfamgswklems

y(t) = fty®), yto) =vo, tElab],

wobei f : [a,b] x R — R stetig differenzierbar sei, konsistent von der Ordnung 1 ist.

Hausubung

Aufgabe H17 (Entladung eines Kondensators)

Wir betrachten die Entladung eines Kondensators der Kap#ziifier einem Ohmschen Widerstand
R. Der SchalterS werde zur Zeitt = 0 geschlossen; zu diesem Zeitpunkt sei die Spannung am
Kondensatot/y. Bezeichnet man miy = U(t),t > 0 die Spannung am Kondensator und B (¢)

den Spannungsabfall am WiderstaRdso muss offenbar zu jedem Zeitpunlgelten:

Ur(t)+U(t) =0,

wobei nach dem Ohmschen GesBig(t) = R - I(t) gilt fur die Stromstérkd (¢). Die Elektrische
Ladung des Kondensators 3{t) = CU (t). Fur einen idealen Kondensator gilt die Differenzialglei-
chung(t) = Q’'(t). Damit erhalt man fir die Spannurig(t) am Kondensator die folgende lineare
Differenzialgleichung

U%ﬂ+g£5Uu):o,

mit dem Anfangwerl/ (0) = Uy.

(a) Lose dieses Anfangswertroblem mithilfe der Trennung der Veréciden.

(b) SeinunlUy =1, R =2undC = % Berechne sowohl mit dem expliziten Eulerverfahren, als
auch mit dem modifizierten Eulerverfahren (2.Runge-Kutta-Verfahr&ndhung) jeweils mit
Schrittweiteh = % Naherungswerte fiir die Loésung des gegebenen Anfangswertprslihe
Intervall [0, 2].

(c) Beurteile Deine drei Naherungswerte, indem Du sie miteinander undeméx@kten Losung
vergleichst.
Aufgabe H18 (Anfangswertproblem)
Gegeben sei das Butcher-Tableau

1)1
1

a) Wie lautet die Verfahrensvorschrift des zugehdrigen Runge-Keatfahrens fur das allgemeine
Problemy/(t) = f(t,y(t)) umvont;, u; ~ y(t;) ausgehend,., zu berechnen?

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(t) =t +3y(t), y1)=2

Berechne mit dem oben beschriebenen Runge-Kutta Verfahren mitt®efte » = 1/2 eine
Né&herung fury(2).



Aufgabe H19 (Konsistenz der impliziten Trapezregel)

Zeige, daR die implizite Trapezrege);1 = u; + 2(f(t;,u;) + f(tj+1,uj+1)) zur Losung eines
Anfangswertproblemg’(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo, t € [a,b], wobeif : [a,b)] x R — R
zweimal stetig differenzierbar sei, konsistent von der Ordnung 2 ist.

Hinweis: Benutze eine Taylorentwicklung figi(t + k) der Ordnung 3 (also bi®(h3)) und fur f (¢ +
h,y(t + h)) der Ordnung 2 nach in h = 0.

Aufgabe H20 (Pr ogr ammi er auf gabe: Eulerverfahren und Verfahren von Heun)

Implementiere das explizite Eulerverfahren und das Verfahren von B@unumerischen Losung

von Anfangswertproblemen gewoéhnlicher Differentialgleichungen. Ridairen sollten jeweils als
Eingabeparameter den Funktionsnamen der rechten Seite der Diffégnieiaung f (¢, y(t)), den
Anfangswertyy, die Intervallgrenzem = t; undb = ¢y sowie die Schrittweitér haben und die
Naherungswertey, . .. uy zuriickgeben. Teste Deine Programme an den Beispielen aus Aufgabe
G17 und H17.



