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Gruppenibung

Aufgabe G14 (Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur)

1
1
/ dx
_1.1'+3

Wir betrachten das Integral

mit dem Wertln(2).

(a) (Simpson-Regel)
Berechne eine Naherung flir(2) durch eine néherungsweise Berechnung des gegebe-
nen Integrals mit Hilfe der Simpson-Regel (d.h. mit der p&sgsenen Newton-Cotes-
Formel firn = 2) und schatze den Fehler ab.

(b) (3/8-Regel)
LaRt sich die Naherung fin(2) verbessern, wenn anstatt der Simpson-Regel die 3/8-
Regel (d.h. die geschlossene Newton-Cotes-Formet fir 3) verwendet wird? Ver-
gleiche sowohl die Fehlerabschatzungen als auch die Néd@uerte mit dem 'exak-
ten’ Wert vonln 2 = 0.69314718055994530942 . . ..

Aufgabe G15 (Exaktheit der Quadratur)

Prufe, ob die folgenden Formeln zur Berechnung des Integfdl) = ff f(x) dx exakt vom
Grad?2 sind, alsol (f) = J(f) fur alle Polynome vom Grad kleinerglei¢h

a) J(f) = "5 (fla) +4f(a+ 55%) + 4f (b= 55%) + £ (D))
b) J(f) =52 (fla) +4f(52) + [ (1))

Die zweite Formel entspricht der Simpsonregel. Zeige zydtass die Simpsonregel Poly-
nome bis zum Grad 3 exakt integriert, jedoch nicht alle Paiya vom Grad 4.

Hinweis: Wieso ist der Nachweis fiir die Basiselementedes Polynomraums ausreichend?
Es genugt das Integrationsintervali1, 1] zu betrachten.



Aufgabe G16 (Summierte Trapezregel)

1
1
/ dx
_1.1'+3

aus Aufgabe G14 eine Naherung mit Hilfe der summierten Tagel und schatze den
Fehler ab. Zerlege dafur das Intenvgl1, 1] in zwei gleich grof3e Teilintervalle.

Vergleiche das Ergebnis mit denen aus Aufgabe G14 (a), (@che Néaherung liefert das
bessere Ergebnis und welche die bessere Fehlerschranke?

Berechne flr das Integral

Hauslbung

Aufgabe H15 (Quadratur)

a) Berechne mit der summierten Trapezregel eine Annahendgs IntegrajO” sin?(z) dx,
indem Du das Intervall in zwei gleich grof3e Teilintervalkzlegst.

b) Bis zu welchem Grad werden Polynome auf dem Interglt] mit der summierten
Trapezregel mit zwei gleich gro3en Teilintervallen @ufr] exakt integriert? Begrinde
Deine Antwort.

c) Gib fir die summierte Trapezregel eine moéglichst mineshzahhn von Teilinterval-
len an, so dass der Quadraturfehler bei der Berechnung(wr? (z)) = [, sin®(z) d
hochstend 02 betragt.

Aufgabe H16 (Rechteckregel)

Eine andere Klasse von Quadraturformeln ergibt sich, wean die Knoten frei variieren
lasst. Bei einem einzigen Knoten ergibt sich die Formel

b
/f(x)dx ~ (b — a)wo f(zo)-

a) Bestimme die Werte fliy und xg so, dass die Quadraturformel beliebige Polynome
bis zum Grad 1 exakt integriert. Betrachte zuerst den Sitfellias = 0, b = 1 und
bestimme anschliel3end die Formel fur den Allgemeinfall.

b) Zeige, dass ein Polynom vom Grad 2 existiert welches da¢ @mhaltene Rechteckregel
nicht exakt integriert.
Aufgabe H17 (Quadraturfehler)

Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Beweidbstedass fir den Quadratur-
fehler der Trapezregel folgende Fehlerabschéatzung gilt

b
[ s - Il(f)' < 2% max |£()].

§€la,b]




Die Formel fur den exakten Fehler darf hierbei nicht benwetden.

(Die hier zu zeigende Fehlerabschatzung ist um den Fakiwéistihlechter als diejenige aus
dem Skript, dafiir aber leichter zu beweisen.)

Hinweis: Man kann z.B. eine Taylorentwicklung fir die Funktigth) := fa‘”h f(z)dz in

h = 0 aufstellen.

Aufgabe H18 (Pr ogr anm er auf gabe: Globales Newton-Verfahren)

(a) Implementiere ein Programm, das das globale Newtofahi@n aus der Vorlesung
durchfuhrt, d.h. erweitere deinen Algorithmus aus Aufgbldd durch die Schrittwei-
tenwahl nach Armijo. Hierbei soll = 102 gewahlt werden.

(b) Teste dein Programm wiederum an den FunktioRén. .., F'4 aus Aufgabe H14 und
vergleiche die Ergebnisse mit denen, die du durch Anwendeasd”rogramms fur das
lokale Newton-Verfahren aus Aufgabe H14 erhaltst.



