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(G4.1) (Innenproduktriume, die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und die
Parallelogrammgleichung)

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Funktion (-,-) : V' X V' — R heifit Inneres Produkt
falls gilt:

() (o,yoz € V(@ +y2) = (@.2) + (4,.2),
(i) (Va € R)(Vz,y € V)((oax7 Yy = a(z,y))7
(i) (Vo,y € V) ((@9) = (v.3))

(iv) (Vz eV) <<.E, x) > 0), wobei (z,z) = 0 genau fiir z = 0 gilt.

(Ein bekanntes Beispiel ist das Standardskalarprodukt (z,y) = Y7 | 2;y; in R™. Siehe auch
Kapitel 8 im Lineare Algebra II-Skript.)

Ein Innenproduktraum iiber R ist ein Paar (V, (-, -)), bestehend aus einem Vektorraum V'
und einem inneren Produkt (-, -) auf V. (Ein Innenproduktraum heiit auch préhilbertscher
Raum.)

(a) Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum iiber R. Beweisen Sie die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung: Fiir alle x,y € V gilt

)| < Vo)1) W
Hinweis: Man beachte, dass fiir o € R gilt
0 < {z+ay,z+ay) = (z,z) + 2a(z,y) + >y, y).
Fiir y # 0 setze man a = —(z,y)/(y, y).
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(b) Zeigen Sie, dass man in jedem Innenproduktraum (V, (-, -)) iiber R eine Norm iiber R
(die kanonische Norm) durch ||z|| := y/(z, z) definieren kann. Wir sagen, das inneres
Produkt induziert die Norm || - ||.

Bemerkung: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung kann man dann in der Form

|, y)] < o] Iyl schreiben.

(c) Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum iiber R und || - || die kanonische Norm. Beweisen
Sie die Parallelogrammgleichung: Fiir alle z,y € V gilt

lz+yl* + llz = ylI* = 2ll=]* + 2]ly[I*. (2)

Bemerkung: Fiir den euklidischen R? driickt (2) den elementargeometrischen Satz
aus, dass in einem Parallelogramm die Summe der Quadrate tiber den Seiten gleich
der Summe der Quadrate {iber den Diagonalen ist.
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Sei (V]| - ||) ein normierter Raum iiber R, in dem die Parallelogrammgleichung (2)
gilt. Zeigen Sie, dass man durch

T+yY : T—y ’
o) = _ 3
(o) = | 2k - Q
ein inneres Produkt (-,-) definieren kann. Zeigen Sie auch, dass || - || die kanonische

Norm beziiglich des inneres Produkts (-, -) ist.

Um die Gleichung {(az, y) = a(z,y) fir alle @ € R und alle z,y € V' zu zeigen, zeigen
wir zuerst, dass (rz,y) = r(z,y) fiir alle r € Q. Dann folgt (ax,y) = a(z,y) fir alle
a € R aus der Stetigkeit der Funktion (-, - ). Da wir aber Stetigkeit in diesem Kontext
noch nicht eingefiihrt haben, konnen Sie diesen Schritt als gegeben voraussetzen, d. h.
es reicht zu zeigen, dass (rz,y) = r(z,y) fir alle r € Q.

Aus (c) und (x) folgt also: Genau diejenigen normierten Ridume (iiber R), in denen die
Parallelogrammgleichung gilt, sind Innenproduktrdume (iiber R).

Hausaufgaben
(H4.2)
Seien @ < b € R und C([a, b],R) der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R.
Wir definieren die Funktion || - ||; : C([a, b], R) — R durch

111 :/ |f(z)| da.

(a) Zeigen Sie, dass || - ||; ein Norm auf C([a, b], R) ist.



(b) Sei (fn)n eine Folge von Punkten aus C([a,b],R), d.h. eine Folge von stetigen Funk-

(c

)

tionen f, : [a,b] — R. Die Folge (f,), heiBt Cauchy-Folge in dem normierten Vek-
torraum (C([a,b],R), || - ||1), wenn gilt:

(Ve > 0)AN € N)(¥m,n > N)(|[fo — fulh < €).

Die Folge (f,)n heiit konvergent in (C([a, b],R), ||-||1) mit Grenzwert f € C(a,d],R),
wenn gilt
(Ve > 0)3N € N)(vn = N)(IIfn — fllL < &)

Finden Sie eine Cauchy-Folge (f,.), in (C([—1,1],R),||-|l1), die in (C([-1, 1], R), ||]|1)
nicht konvergiert.

Sei f, : [0,1] = R, f.(z) = 2™ Konvergiert die Folge (f,), in (C([0,1],R),] - [|1)?

(H4.3)

(a

=

=

Zeigen Sie, dass (C([0,7],R), ] - ||1) kein Innenproduktraum ist, d.h. dass | - [|; von
keinem inneren Produkt induziert wird.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Parallelogrammgleichung in (C'([0, 7], R), || - ||1) nicht
gilt. Benutzen Sie dafiir z. B. die Funktionen f, ¢ : [0,7] — R mit

1  cost 1 cost
fO)=5+—- 9t)=5-—

Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum iiber R. In (G4.1) haben wir gezeigt, dass fiir
alle z,y € V gilt

[z, ) < Nzl iyl 4)
wobei || - || die von dem inneren Produkt (-, -) induzierte Norm ist. Zeigen Sie, dass
I{z, y)| = lll 1yl

genau dann gilt, wenn y = 0 oder x = Ay fiir ein A € R.

Hinweis: Man setze A\ = (x,x)/(y, z), wenn (y,x) # 0 ist.



