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o Es konnen maximal 57 Punkte erreicht werden. Davon reichen 48 Punkte fiir die Note 1 auf jeden

Fall aus.

 Antworten sollten immer begriindet und jeder Schritt in der Losung hinreichend erklért sein, es

sei denn, es wird ausdriicklich darauf hingewiesen.

Viel Gliick!
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Aufgabe 1

9 Punkte

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? (Bitte ankreuzen, falsche Antworten geben Punktabzug.)

(a) Sei f,, : RF - R™ fiir n € N eine Folge von stetigen Funktionen, die punktweise gegen f : R¥ — R"™

konvergiert.
wahr falsch
] ] Konvergiert die Folge (fy,) nen gleichmiBig, so ist der Grenzwert f stetig.
] ] Sind alle f, gleichmifig stetig, so konvergiert die Folge (f,), gleichiflig gegen f.
] ] Angenommen, alle f,, sind stetig differenzierbar und ( f,;), konvergiert gleichmifig

gegen f. Wenn fiir alle i die Folge (D;f,), der partiellen Ableitungen gleichmiflig

konvergiert, so ist f stetig differenzierbar.

(b)

wahr falsch
] ] In einem metrischen Raum konvergiert jede Cauchy-Folge.
] o In einem kompakten metrischen Raum konvergiert jede Folge.
] ] In einem kompakten metrischen Raum ist jede abgeschlossene Menge kompakt.
] ] In einem kompakten metrischen Raum ist jede kompakte Menge abgeschlossen.
| O Jede Norm induziert eine Metrik.
] | Jede Metrik induziert eine Norm.



Aufgabe 2 12 Punkte

(a) Sei U c R" offen, f : U — R stetig in Punkt xyp € U und g : U — R differenzierbar in xo mit
g(x0) = 0. Zeigen Sie, daf’ grad (fg) (xo) existiert und dafd grad (fg)(xo) = f(x0) - grad g(xo).

(b) Bestimmen Sie, ob die Richtungsableitung D, f der Funktion f : R* - R mit f(x, y,z) = x> + ze*
in Richtung v = (%, 0, %) existiert und berechnen Sie diese gegebenenfalls.

(c) Sei F : R? - R die Funktion mit F(x, y) = e*"(*») 4 x> 2y — 1. Zeigen Sie, daf} es fiir hinreichend
kleine x eine differenzierbare Funktion ¢(x) gibt mit ¢(x) = 0 und F(x, ¢(x)) = 0. Berechnen Sie

9’ (x).
Aufgabe 3 12 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f : R* - R mit f(x, y,z) = x> + y* + z* unter der
Nebenbedingung x + y + z = L.

(b) Sei f : R*? - R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und xj, x,,x3 € R? Punkte mit
(grad f)(x;) = 0 und (Hess f)(x;) = H;, fiir die unten angegebenen Matrizen H;. Kann man aus
diesen Informationen schlieffen, ob f in x; ein lokales Minimum, lokales Maximum, oder kein
lokales Extremum besitzt?
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Aufgabe 4 12 Punkte

Bestimmen Sie diejenigen « € R, fiir welche das uneigentliche Riemann-Integral

/°° dx
0 x%(1+x)?

existiert.

Aufgabe 5 12 Punkte

Welche der folgenden Funktionen f; : R* - R? sind Gradientenfelder? Bestimmen Sie entweder eine
Funktion ¢; : R* - R mit f; = grad ¢;, oder finden Sie eine geschlossene Kurve y; mit | ” fi(x)-dx #0.

(@) fi(x.y) = (2xy-y* x* - 2xy)
() fa(x,y) = (x,xy)
(© fa(x,y)=(e”, —xe™”)



