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(T13.1) (Lebesgue-Nullmengen)

Eine Menge M C R” heifit Lebesgue-Nullmenge oder Menge vom Lebesgue-Maf3 0 in R™,
falls es zu jedem ¢ > 0 abzdhlbar viele abgeschlossene Rechtecke R; C R", i € N, mit

Z\/[QURZ' und Z|R,\ <e
=0 i=0
gibt. (Offensichtlich diirfen die Rechtecke auch offen gewéhlt werden, denn zu einem ab-

geschlossenen Rechteck R und zu 6 > 0 gibt es ein abgeschlossenes Rechteck Rs mit
ReC R C RS und |R3| = |Rs| = (1+0)| ],

Zeigen Sie:
(i) Seien M; CR", j € N, Lebesgue-Nullmengen in R™. Dann ist |2, M; eine Lebesgue-
Nullmenge in R"™.
(ii) Die Menge Q" ist eine Lebesgue-Nullmenge in R™.

(iii) Sei R € R™ ein Rechteck und sei f : R — R eine Riemann-integrierbare Funktion.
Dann ist der Graph
GU) = (. /@) € R™ i w € B)

eine Lebesgue-Nullmenge in R"+1.

(iv) Der Einheitskreis S = {(z,y) € R? : 22+y? = 1} ist in R? eine Lebesgue-Nullmenge.

(T13.2) (Lebesguesches Integrabilitéitskriterium)

Sei R C R™ ein Rechteck und sei f: R — R beschrénkt. Die Funktion f heifit fast tiberall
stetig, falls es eine Menge M C R gibt, die in R™ Lebesgue-Mafl 0 hat, so dass f in allen
Punkten von R\ M stetig ist.

Zeigen Sie, dass f Riemann-integrierbar ist, wenn sie fast iiberall stetig ist.

(Man kann auch die Umkehrung zeigen: Falls f Riemann-integrierbar ist, ist sie fast iiberall
stetig.)



