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Aufgabe 

Sei R(a, b) der Raum aller Riemann-integrierbaren Funktionen f ∶ [a, b]→ R. Für f , g ∈ R(a, b) setzen
wir

∥ f ∥ ∶= ∫
b

a

∣ f (x)∣dx und f ∼ g : gdw ∥ f − g∥ =  .

(a) Zeigen Sie, daß ∥ ⋅ ∥ keine Norm auf R(a, b) ist.

(b) Zeigen Sie, daß ∼ eine Äquivalenzrelation of R(a, b) ist und daß ∥ ⋅ ∥ eine Norm auf dem Quoti-
enten R(a, b)/∼ induziert.

Aufgabe 

Eine Frechet-Norm auf einemVektorraum V ist eine Funktion ∥ ⋅∥ ∶ V → Rmit folgenden Eigenscha en:

(i) ∥x∥ =  gdw x = 

(ii) ∥−x∥ = ∥x∥

(iii) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥

Jede Norm ist offensichtlich eine Frechet-Norm.
Eine Metrik auf einem Vektorraum v ist translations-invariant, wenn gilt

d(x + v , y + v) = d(x , y) für alle x , y, v ∈ V .

(a) Sei ∥ ⋅ ∥ eine Frechet-Norm auf V . Zeigen Sie, daß die Funktion

d(x , y) ∶= ∥x − y∥

eine translations-invariante Metrik auf V ist.

(b) Sei d(x , y) eine translations-invariante Metrik auf V . Zeigen Sie, daß

∥x∥ ∶= d(, x)

eine Frechet-Norm auf V ist.

(c) Finden Sie eine Frechet-Norm auf R, die keine Norm ist.


