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Approximation durch Faltung: Dirac-Folgen und der Satz von Weierstraf

Wir wollen eine Funktion f durch Funktionen mit bestimmten Eigenschaften approxi-
mieren. Dazu fiithren wir ein allgemeines Verfahren ein, welches sogenannte Dirac-Folgen
benutzt. Als Anwendung werden wir danach den Satz von Weierstral beweisen. Dieser
Satz besagt, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — R auf einen kompakten Intervall [a, b]
gleichméBig durch Polynome approximiert werden kann.

Die Darstellung basiert auf den empfehlenswerten Biichern Analysis und Math Talks for
Undergraduates von Serge Lang. Zunéchst definieren wir die Faltung von zwei Funktionen.

(T1.1)

Seien f: R — R und ¢g : R — R stetige Funktionen, und sei / ein kompaktes Intervall so
dass f(z) = 0 fiir alle x ¢ I oder g(x) = 0 fiir alle z & I. Wir definieren die Faltung f * g
von g mit f als

(Fe)@) = [ ra= g
(i) Zeigen Sie, dass die Faltung kommutativ ist, d. h.
frg=gx*f
(i) Sei o € R. Zeigen Sie, dass
(@f)xg=fx(ag)=a(f*g).

(iii) Seien g1,g2 : R — R stetige Funktionen, so dass f * g1, f * go und f * (g1 + g2)
existieren. Zeigen Sie, dass

Fr(gtge)=fxg+f*g.

Bemerkung: Spéter werden wir auch zeigen konnen, dass (f « g) « h = f * (g = h).

Wir betrachten die Faltung as eine Art Produkt, und es stellt sich die Frage, ob es eine
Funktion § : R — R gibt, so dass ¢ x f = f fiir alle stetigen f gilt, die aulerhalb eines
kompakten Intervalls gleich Null sind. Wir werden das hier nicht beweisen, aber die Antwort
auf diese Frage ist nein. Man kann aber etwas finden, was fast so gut wie ein neutrales
Element ¢ ist, ndmlich sogenannte Dirac-Folgen.

Unter einer Dirac-Folge verstehen wir eine Folge (K,),>1 von stetigen Funktionen K, :
R — R, die den folgenden Bedingungen geniigen:

D1. Es gilt K,(z) > 0 fiir alle n € N* und z € R.

D2. Fiir alle n € N* gilt
/ K,(t)dt = 1.

D3. Zu jedem € > 0 und jedem § > 0 gibt es ein N € N*, so dass fiir alle n > N gilt

K,(t)dt < e,
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d.h. -6 9]
/ K(1) dt+/ Ka(t)dt < e.
—oo 3

Bedingung D2 bedeutet, dass die Flidche unter der Kurve y = K,,(z) gleich 1 ist. Bedingung
D3 bedeutet, dass die Fliache bei Null konzentriert ist, falls n hinreichend gro§ wird. Die
Funktionen K, haben also hohere Spitzen bei Null, wenn n grofl wird, damit die Fliche
unter der Kurve den Wert 1 erreicht. In den meisten Anwendungen sind die Funktionen
K, gerade, das heiBt K, (z) = K,(—x) fiir alle z, so dass die Graphen symmetrisch zur
y-Achse sind. In unsere Anwendungen werden die K, auflerdem aufierhalb eines kompaktes
Intervalls gleich Null sein.

(T1.2)

Sei (K,)n>1 eine Dirac-Folge, und sei I ein kompaktes Intervall mit K,(z) = 0 fiir alle
x ¢ I und n > 1. Zeigen Sie, dass (K,,),>1 die folgende bemerkenswerte Approximations-
eigenschaft besitzt:

Sei f : R — R eine stetige und beschriinkte Funktion, und sei [a,b] C R ein kompaktes
Intervall. Dann konvergiert die Folge (K, * f)n>1 auf [a,b] gleichméBig gegen f, d.h. fiir
alle € > 0 existiert ein N € N* mit

sup (K # f)(z) = f(z)] <e

2€(a,b]

fiir alle n > N.



Bemerkung: In gewissem Sinne “konvergiert” die Folge (K,),>1 gegen ein neutrales Ele-
ment fiir die Faltungsoperation, obwohl es keine Grenzwertfunktion gibt. Funktionen, mit
denen man wie mit den K, Faltungsintegrale bildet, heilen bisweilen Kernfunktionen.
Durch Faltung mit diesen Kernfunktionen wird f in Funktionen K, % f transformiert, die
f approximieren und im allgemeinen bessere Eigenschaften als f haben.

(T1.3) (Der Satz von Weierstraf})
Wir wenden (T1.2) in einem speziellen Fall an.

Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann kann f
auf [a, b] gleichméBig durch Polynome approximiert werden, d. h. es gibt eine Folge (f,)n>1
von Polynome, so dass fiir alle € > 0 ein N € N* existiert mit

sup |fu(z) = f(2)] <€

z€[a,b]
fiir allen > N.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass es geniigt, den Satz fiir den Fall f : [0,1] — R mit
f(0) = f(1) = 0 zu beweisen. Danach kann man die Landau-Kerne K, : R — R, n € N*,
benutzen, die durch

17152 n

Q=" s <1,
Cn

0 falls [t] > 1,

1
Cp = / (1—t3)"dt.

1

K,(t) :=

definiert sind, wobei

Zeigen Sie, dass (K,,),>1 eine Dirac-Folge ist, und benutzen Sie (T1.2). Zeigen Sie zuletat,
dass die K,, * f auf [0, 1] mit Polynomen iibereinstimmen.



