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Aufgabe 1
Wir betrachten die Gleichung

x3+y2—2xy=0.

(a) Zeigen Sie, dal man die Gleichung fiir (x, y) in einer Umgebung von (1,1) eindeutig nach x auf-
16sen kann.

(b) Zeigen Sie, dafl die so erhaltene Funktion x = ¢(y) in y = 1 zweimal stetig differenzierbar ist und
berechnen Sie ¢’(1) und ¢"'(1).

(c) Kann man die Gleichung in einer Umgebung von (1,1) eindeutig nach y auflésen?

Losung. (a) Die Funktion f : R? — R mit f(x, y) = x® + y* — 2xy ist stetig differenzierbar mit
ﬂ(x,y):3x2—2y, g(x,y):Zy—Zx, f(1,1)=0 und ﬂ(l,l):lqto.
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Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es eine Umgebung U von y = 1 und eine eindeutig be-
stimmte stetig differenzierbare Funktion ¢ : U - R mit ¢(1) =1und f(¢(y),y) = 0.
(b) Fiir y nahe bei 1 ergibt sich die Ableitung zu

of
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Insbesondere ist ¢'(1) = —2=% = 0.
Die Formel fiir ¢’(y) driickt die Ableitung in Abhénigkeit von y und ¢(y) aus. Da ¢(y) stetig diffe-
renzierbar ist, ist somit auch ¢’( ) stetig differenzierbar. Also ist ¢( y) zweimal stetig differenzierbar. Die

zweite Ableitung ist

1y 22200 2y=2¢()
3p(y)2 -2y  (3e(y)*-2y)*

Insbesondere ist ¢’ (1) = -2.

(60(»)9'(y)-2).

(c) Wegen %(1, 1) = 0 kénnen wir den Satz tiber implizite Funktionen nicht fiir die Auflésbarkeit

nach y benutzen. Wir schreiben die Gleichung x> + y* — 2xy = 0 um zu

(y-x)* = x2(1-x).

Die linke Seite dieser Gleichung ist nie negativ, aber die rechte Seite wird negativ fiir x > 1. Deswegen gibt
es fiir x > 1 keine Losung. Fiir x = 1 erhalten wir (y — x)* = 0,d.h. y = x = 1. Fiir x < 1 kénnen wir die
Gleichung manuell nach y umformen und erhalten zwei Lésungen

y=x+xVl-x.



Aufgabe 2
Die Van-der-Waals-Gleichung
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beschreibt den Druck p > 0 eines Gases in Abhingigkeit seiner Temperatur T > 0 und seines Volumens
V>3
(a) Zeigen Sie, daf3 (Vj, To, po) = (3,1, %) eine Losung der Gleichung ist und daf wir die Gleichung in
einer Umgebung dieser Losung eindeutig nach V auflésen kénnen.

(b) Nach (a) kénnen wir V als Funktion von T und p auffassen. Berechnen Sie die Ableitung ¥ ( Ty, po).

ap
Losung. (a) Die Funktion
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ist stetig differenzierbar. Es ist f( Vo, To, po) = 0 und

of 24T 6
— =+ —.
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Also
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—(3,,5)=—+—=——=%0.
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Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ldst sich die Van-der-Waals-Gleichung also in einer Umgebung
von ( Vo, Ty, po) nach V auflosen.

(b) Wegen % (V,T,p) = —1gilt nach dem Satz iiber implizite Funktionen

of
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Hausaufgaben
Aufgabe 3
Wir betrachten das Gleichungssystem
X4yt +928 =1
x+y+z=0.
Sei S ¢ R? die Losungsmenge.

(a) Zeigen Sie, dafl es eine Umgebung U des Punktes (0,1/1/13,-1/1/13) gibt, in der wir das Glei-
chungssystem nach y und z auflésen kénnen. D. h. es gibt eindeutige Funktionen g und g, so daf$

(x, @1(x), g2(x)) € S liegt.
(b) Berechnen Sie g{(0) und g5(0).



Losung. (a) Sei
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Um zu zeigen, daBl die Gleichung f(x, y,z) = 0 in einer Umgebung von (0,1/1/13,-1//13) eindeutig
nach y und z aufgelost werden kann, wenden wir den Satz {iber implizite Funktionen an.
Zunichst gilt £(0,1/1/13,-1/1/13) = 0. Das Differential ist

ofi dfi ofi
Df:(£<x,y,z> 5 (63,2) a—é(x,y,a):(u 8y lsz)_
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Da alle partiellen Ableitungen stetig sind, ist f stetig differenzierbar.
Wir miissen zeigen, daf} die Matrix
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fiir (x, y,z) = (0,1/3/13, -1/3/13) invertierbar ist. Wegen
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ist dies der Fall. Somit gibt es offen Umgebungen U =]~ 8, 8[€ R von 0 und V ¢ R? von (1/1/13, -1/1/13)
und eine stetig differenzierbare Funktion g = (g1,82) : U — V mit g(0) = (1/\/13,-1/1/13) und
f(x,g(x),g(x)) = 0 fir alle -6 < x < §. Desweiteren ist ¢ die eindeutige Losung der Gleichung
mitx €] - §,8[ und (y,2z) € V.

(b) Sei h :] - &, 8[ > R die Funktion mit

h(x) = filx, g1(x), g2(x)) = x* + 4(g1(x))” + 9(g2(x))* - 1.
Nach Wahl von g; und g ist #(x) = 0. Also ist A ist differenzierbar mit verschwindender Ableitung
h'(x) = 2x + 8g1(x)g{(x) +18g2(x) gz (x) = 0.

Analog folgt aus f>(x, g1(x), g2(x)) = 0,dal 1+ g{(x) + g5(x) = 0. Lésen wir diese beiden Gleichungen
nach gf und g5, erhalten wir

i 1CORE Cda(x)-x
9g2(x) — 4g1(x) 9g2(x) —4gi(x)

Insbesondere ist g{(0) = —9/13 und g5(0) = —4/13.

gi(x) = und  g5(x) =

Aufgabe 4
Sei f : R? - R die Funktion mit
f(x,y) =sin(x + y) + e -1.

(a) Zeigen Sie, daf} die Gleichung f(x, y) = 0 in einer Umgebung von (0, 0) eindeutig nach y aufgelost
werden kann.

(b) Zeigen Sie, dafi die so erhaltene Funktion y = ¢(x) in einer Umgebung von 0 zweimal stetig diffe-
renzierbar ist.

(c) Berechnen Sie eine Taylor-Entwicklung von ¢ um 0 bis zur Ordnung 2.



Losung. (a) Die Funktion f ist stetig differenzierbar mit Ableitungen

0 0
Fy cos(x +y) +ye*” und a—i( =cos(x +y) +xe*’.

Wegen f(0,0) = 0 und %(0, 0) = cos0+0 =1 # 0, konnen wir den Satz tiber implizite Funktionen
anwenden. Es folgt, dal f(x, y) = 0 in einer Umgebung von (0, 0) eindeutig nach y aufgelst werden
kann.

(b) Nach (a) gibt es eine stetig differenzierbare Funktion ¢ :]-J, §[ > Rmit ¢(0) = Ound f(x, ¢(x)) =
0 fiir alle x €] — 8, §[. Fiir die Ableitung erhalten wir

%(x, 9(x)) B _cos(x +o(x)) + (P(x)ex(p(x)

¢ (x) == %(x, o(x)) © cos(x + @(x)) + xexo(®)

Da ¢ stetig differenzierbar ist, folgt aus dieser Gleichung, daf§ auch ¢ stetig differenzierbar ist. Somit ist
¢ zweimal stetig differenzierbar auf | - 6, 8[.
(c) Es gilt ¢(0) = 0 und

cos(0+ ¢(0)) + (p(O)eO‘/’(O)

!/
0) =-
¢ (0) cos(0 + ¢(0)) +0 - e02(0)

- 1.

Fiir die zweite Ableitung betrachten wir die Gleichung

U (x,9(x))

"(x) =~ ,
R TR

die zu % (x,0(x)) + % (x,9(x))¢'(x) = 0 dquivalent ist. Ableitung mit Hilfe der Kettenregel ergibt

P (xS (09! () + 5 f (x99 () + 2L o9 ()
B a—f(x, #())¢" (x) =0
Y
Fiir x = 0 ergibt sich

- 00)-2L (0.0)- azf 0,00+ azf 00+ ZLwoy'e

=—sm(0)+02-e +2sm(0)—(1+0)e —31n(0)+02~e +cos(0) +0-e%9"(0)
=0-2-0+¢"(0).

Also ¢”'(0) = 2. Das Taylor-Polynom zweiter Ordnung ist somit

To(x) = ¢(0) + ¢'(0) - x + %ga"(o) xP=—x o xt.



