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Aufgabe 1

Sei U € R” offen und konvex (d.h. x, y € U impliziert x + t(y —x) € U furalle t € [0,1]). Sei f : U - R™
stetig differenzierbar mit

IDf(x)|g <K furallexeU.

Zeigen Sie, dafl f Lipschitz mit Lipschitz-Konstanten K ist.
Losung. Nach dem Corollar zu §6 Satz 5 ist

1F) = F)le < sup [Df G+ tly =)o |y = xle < K- lly = xe.

Aufgabe 2

SeiUcR"offenund f = (fi,..., fm): U —>R™undy = (y1,...,¥n) : [0,1] - U stetig differenzierbare
Funktionen mit x := y(0) und y := y(1). Zeigen Sie, daf3

F =5+ [ RGPy d

Losung. Wir wenden den Fundamentalsatz auf die i-te Komponente an und erhalten mit der Kettenregel

1) =60+ [ GH0@)a= 5+ [ Defitr0)- gno]ar

Aufgabe 3
Sei U ¢ R" offen und f : U — R” stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dafl die Funktion g : U — R mit

g(x) =sin(] £ (x)[£)

ebenfalls stetig differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung.
Losung. Es gilt
)

2
— X —
oIl

)
g(xlz"r”"f‘xi) :2xl‘.
1

Mit der Kettenregel erhalten wir

Dg(x) = cos(|f (x) [E)(2/i(x),- ... 2fu(x)) DS (x)
= 2cos(||f (x) IE) (1 fi(x)Difi(x), ... Dy fi(x) Dufilx))

Hausaufgaben

Aufgabe 4
Sei f : R? - R die Funktion mit

x*ysin(2) firx+0,

flxy) ={0

firx=0.



(a) Zeigen Sie, dafl f in jedem Punkt partiell differenzierbar ist und berechnen Sie die partiellen Ab-
leitungen.

(b) Zeigen Sie, daf’ D; f in keinem Punkt der Form (0, y) mit y # 0 stetig ist.
Hinweis. Betrachten Sie die Punkte (x,, y,) = (y/(nn), ).

(c) Ist f differenzierbar in (0, y) mit y € R?
Losung. (a) Fir x # 0 ist
Dif (x,y) = 2xysin(2) = y* cos(2),
Dyf(x,y) = x* sin(%) + xycos(%).

Fir x = 0 ist

fhy) = f(Op) . Wysin(G) _
h h—0 h
fO.y+1) - f(0y) . 0
h h—0 h

D.£(0, y) = li
1£(0, y) lim

=0.

Dy f(0,y) = Ii
2f(0, y) lim

(b) Sei (x4, yn) = (y/(nm), y) Dann ist lim, o0 (X, y,) = (0, ) und

2
Dif(xu, yn) = 22 sin(nm) — y* cos(n).
nm

Also existiert limy,—, 0 D1 f(xy, ¥ ) nicht und D, f ist nicht in (0, y) stetig.
(c) Sei y € R. Dann ist D1 f(0, ) = D,f(0,y) = 0. Nach §6 Satz 1 folgt, daf} f genau dann in (0, y)
differenzierbar ist, wenn gilt

&y +n)=1(0,9)+o(|(&n)]e)-

Wir miissen also zeigen, daf3

f(&y+n)-£(0,y)
1C& n)lle

fur (&,1) - (0,0) gegen 0 strebt. Es gilt

&(y +n)sin(XFh)
VE+ 1?2

fEy+n)-fO. )| _ f(yw)
1C& m)lle NG

Dies geht gegen 0 fiir £ — 0. Also ist f in (0, y) differenzierbar.

<&y + 1)

Aufgabe 5

Sei X ¢ R¥ offen und Y ¢ R” offen und beschrinkt und sei f : X x Y — R eine stetige Funktion, die auf
X x Y differenzierbar ist. Sei ¢ : X - R die Funktion mit y(x) := min 3 f (x, y). Angenommen, es gibt
eine stetig differenzierbare Funktion & : X — Y mit

f(x,&(x)) =p(x) furallexeX.

Berechnen Sie das Differential von p.



Losung. Sei g : X - R¥*" die Funktion mit g(x) := (x, &(x)). Dannist 4 = f o g und

Du(x) = Df(g(x))Dg(x)

= (Dyf((x))s > Dif(8(2)) Dianf(§(x))s - > D (8(2)))
1 0 - 0
1 o o o
DlEl(x) Dkfl(x)
Dibu(x) = Dyén()

Dif(g(x)) + Dinf(g(x)) Didi(x) + -+ + D f(8(x)) Didn(x) '

_ Dif (g(x)) + Dy f(g())Dii(x) + -+ + Dy F((x)) Diin(x)



