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(G8.1) (Hoéhere Ableitungen und der Satz von Schwarz)
Die Funktion f : R? — R sei definiert durch

22—y?

fla,y) = { gy a7

falls (z,y) # (0,0),
falls (z,y) = (0,0).
(i) Zeigen Sie, dass f stetig partiell differenzierbar ist.
(i) Zeigen Sie, dass f zweimal partiell differenzierbar ist, dass aber
DD, f(0,0) # DyD,; f(0,0).
(Vgl. § 5 Satz 1 aus Forster, Analysis 2.)

Losung.

(i) Fiir (z,y) € R? mit (z,y) # (0,0) gilt

why + 4%y — P 25 — day? — wyt

Dif(z,y) = T Daf(w,y) = I

Somit sind die partielle Ableitungen Dy f und Dy f stetig auf R?\ {(0,0)}. Weiter gilt

Duf(0,0) = lim === —5—— =0 und D2f(0,0) = lim == ==
Sei nun (T, Yn )nen eine Folge in R? mit (2, y,) # (0,0) und lim,, o (Tn, yn) = (0,0).
Es gilt

= 0.

ahy, + da2yp — o8

Dif(zn,yn)| =
| 1f( z,!/)' x%‘f‘Q-T%y%'i'yéL

Ty datyn Yn
= |2t 22292 + oyt b +222y2 +yd b +222y2 +yd
< % |4ensa) |, |va
-] 2z2un |y

n—o00

= [Ynl + 2[ynl + |yn| = 4lyn] — 0,

1

also ist D; f stetig im Punkt (0,0). Auf die gleiche Weise zeigen wir, dass Daf im
Punkt (0,0) stetig ist. Somit ist f stetig partiell differenzierbar auf ganz R2.

(i) Sei (z,y) € R? mit (z,y) # (0,0). Es gilt

(x* + 120%y% — 5y*) (2 + %) — 2(2® + y°)2y(a'y + 42®y° — o)
(.7?2 +y2)4

D2D1f('/[7y) =

und

(5a* — 1222%y% — y*) (22 + y?)? — 2(2? + y?)22(2® — day? — xy?)
(22 + )’

DlDZf(I7y> =

Somit existieren Do Dy f und Dy Dy f auf R?\ {(0,0)}. Weiter gilt

5

f(0,h) = D1 f(0,0) _ i

. . Dy
DD f(0,0) = Jimy h = !
und e
D1D2f(07 0) — lim sz(h7 0) — sz(07 0) — Tt —1.
h—0 h h

Somit ist f zweimal partiell differenzierbar und Dy D1 f(0,0) # D1D5f(0,0).

(G8.2) (Der Laplace-Operator)

Sei ¢ > 0,a € R* und w = |la]jac. Sei f : R — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Man zeige: Die Funktion

F:R"xR—> R, F(z,t) = f({a,z) — wt),
(wobei (z,y) = > i, z;y;) ist eine Losung der Wellengleichung

10°F 0
2oz
Dabei wirkt der Laplace-Operator auf F' als Funktion des Ortes € R™, d.h.

AF —

n 82 F
AF(z,t) =S S (o).
Z;%?

Losung.

Setzen wir a = (ay, ..., ay), so ist

F(z,t) = f((a,z) — wt) = f({a,z) — |la|l2ct) = f ((Z am,-) — Jlal|2 (:t> .

i=1



Firi=1,..., n gilt nach der Kettenregel

OF /
%(:c,t) = f'({a,2) — llall2 ct) - a;,
0*F .
S @0 = 1"(a,2) = lallzt) -
Also gilt
N
AF(z,t) = ; o (z,1)

= f"((a.2) ~ llallz¢t) Y af
i=1

lal3 £ ((a, z) = llall2 ct)-

Ferner gilt nach der Kettenregel

OF )
5 (@t = f({a,2) — llall2¢t) - (=llall2 c),
02F " 2 2.2 "
oz @) = f'{a,2) = llall2 ct) - (=llall2¢)" = llall3 ¢* - £*((a, 2) = llall2 ¢t)-
Also ist P2
AAF = TR
]
Hausaufgaben

(H8.3) (Eine nicht rektifizierbare Kurve)
Wir definieren die Kurve v = (y1,72) : [0, 1] — R? durch

~{ (0,0 falls t = 0,
() f{ (t,42 cos(%)) falls ¢ # 0.

Man zeige:

(i) Die Kurve v ist differenzierbar.
(i) Die Ableitung 7" = (1, v4) ist stetig auf ]0, 1], nicht aber auf ganz [0, 1].

(iii) Fiir die Partition ¢ =0 < ¢; = \/—% <ty = \/% < o <tpor= % <tp,=1gilt

m
1 1
Brllo - ostm) = D I(E) =2t )l > T+ 54+
=1

(iv) Die Kurve ~ ist nicht rektifizierbar.
Losung.

(i) Esist klar, dass v auf |0, 1] differenzierbar ist. Weiter ist v, differenzierbar in 0. Aus

Ya(t) = 72(0)
t

lim

t—0

T
‘ = lim )tcosf‘ <limlt{=0
t—0 2 t—0

folgt, dass auch 7, in 0 differenzierbar ist. Somit ist v differenzierbar auf [0, 1].

(i) Es gilt
() = (1,0) falls t = 0,
W= @2t cos(%) + Zsin(%)) falls ¢ # 0,
somit ist 7/ stetig auf ]0,1]. Um zu zeigen, dass 4 in ¢t = 0 unstetig ist, betrachten

wir die Nullfolge (t,)neny mit ¢, = ﬁ Es gilt

2 T LT
24/ o 11 % (5(271 + 1)) + V2120 + 1sin (5(277 + 1))
m™an +2 - (=1)".

Somit existiert limy, o 75(t,) nicht.

Ya(tn)

(ili) Sei s; == tp,—; fiir 0 < j < m. Es gilt

py(to, o tm) = Z () = (-1l

Z Iv(s5) = v(s5-1)ll2

D (n(s) = (8100 + (als;) = als-1))?

> 3 o) — oy )
- imsj)w(sﬂn
> Z; 1cos(7rj) o i 7 cos(m(j — 1))‘
- 2 ()22

4



(iv) Folgt aus (iii), da die harmonische Reihe divergent ist.

(H8.4) (Stetigkeit)
Wir definieren die Funktion f : R? — R durch

(i) Wir wollen das Verhalten von f(x,y) untersuchen, wenn (z,y) entlang einer Geraden
gegen (0,0) konvergiert. Man berechne dazu lim,_o f(0,y) und lim,_ f(z, ax), fiir
acR

(i) Ist f im Punkt (0,0) stetig? (Vgl. Tutorium 6 Aufgabe 1.)
Losung.
(i) Bs gilt lim, o f(0,y) = lim, o0 = 0. Sei a € R. Falls a = 0 gilt lim, ,, f(z,ax) =
lim, o f(x,0) = 0. Falls a # 0 gilt

2az3 2ax  z—0
r,ar) = ———— = ———7> — 0
u ) 4t +a22? 22+ a?

(ii) Die Funktion f ist im Punkt (0,0) nicht stetig: Fiir alle z # 0 gilt

224

fle.s) = gy =

somit gilt lim,_o(z, 2%) = (0,0) und

lim f(z,2%) = 1 # 0 = £(0,0).
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