Fachbereich Mathematik TECHNISCHE
Prof. Dr. Ulrich Kohlenbach UNIVERSITAT
PD Dr. Achim Blumensath DARMSTADT

Dr. Eyvind Briseid

Sommersemester 2010

Analysis I1
Ubung 7

Aufgabe 1
Sei K gleich R oder C und sei | - || eine Norm auf K”". Zeigen Sie, dafl die Funktion f : K" - R : x — |x||
stetig ist, wenn wir K" mit der Metrik
d(x,y) = [y = *[max
ausstatten.
Losung. Seie; = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te Standardbasisvektor. Wir setzen ¢ := | e; | +---+| e, |. Dann
istc > |e|| >0und firx = (x1,...,x,) und y = (y1,..., yn) folgt
[l = IylF< e =y = 1Ga = yr)en+ -+ (Gen = yn)en]
<la=yl-llel +---+[xn = yul - [ enl
< [ = Ylmax - (el +--- + flen])
= c|lx = ¥l max -
Also ist f Lipschitz mit Lipschitz-Konstante c. Hieraus folgt die Stetigkeit von f.
Aufgabe 2
Zeigen Sie, daf3 jede lineare Abbildung f : R™ — R” stetig ist, wenn wir R” und R"” mit der Maximums-
Norm || - | max ausstatten.
Losung. Sei A = (a;;) die Matrix zu f. Dann gilt
f(xn, . xm) = (Z;":l ajXjs ... Zj"il a,,jxj) .

Seic:=max{|a;j|[i=1....n, j=1L...,m}.Firx = (xy,...,xp) und y = (y1,..., ym) gilt

1£G) = FO) lmax = [ (ZF1 a1jCxj = 7)o £ @nj(%5 = 73)) e
:max{|2j"i1a,'j(xj—yj)‘ ‘ izl,...,n}
Smax{Z;“:l]aij]-]xj—yj\ li=1,...,n}
<Sm-max{|a;j||i=1...,n, j=1...,m}-max{|x; - yj||j=1...,m}
<me- x = ymax-

Also ist f Lipschitz mit Lipschitz-Konstante mc. Hieraus folgt die Stetigkeit von f.

Hausaufgaben

Aufgabe 3

Sei K gleich R oder C. Zeigen Sie, daf3 jede Norm | - | auf K” dquivalent zur euklidischen Norm | - ||g ist.
Losung. Nach Aufgabe 1 ist die Funktion f : K" — R : x ~ | x| stetig, wenn wir K" mit der durch
| - | max induzierten Metrik ausstatten. Da die Einheitssphire S := { x € K" | |x|g =1 } abgeschlossen und
beschrinkt und somit kompakt ist, ist auch ihr Bild f(S) ¢ R kompakt. Somit existieren a := min f(S)
und b := max f(S). Es gilt 0 < a < b. Wir betrachten ein x € S mit f(x) = a. Widre a = 0, so folgt aus
|x| =0,daB x = 0 ¢ S. Ein Widerspruch.

Somit ist @ > 0. Fiir x € K" mit 0 # x und z := (||x|g) 'x € S folgt

a<|z] = (lx]e) x| <.

Also gilt a|x||g < |x| < b|x|g. Diese Ungleichungen gelten auch fiir x = 0.



Aufgabe 4

Berechnen Sie die Bogenlinge folgender Kurven f : I - R2,
(@) f(t):=(£,3¢) fiurl=[a,b]mit0<a<b.
(b) f(t):=((1+cost)cost,(1+cost)sint) fiurI =[0,2m].

Lésung. (a) Fiir die Ableitung f(t) = (3t%,3¢) gilt | f'(¢) | = 9¢* + 9¢2. Somit folgt
b
L= [ 3Vt + 12 dt
a

b? 1
:f 3Vu+u-——=du
a? 2\/5

b 3
Ex/u +1du
302
=(u+1)2 |u2
= (b2 +1)2 - (a2 +1)7.
(b) Wir setzen r(t) = 1+ cos t. Dann gilt

f'(t) = (r'(t) cost — r(t)sint, r'(¢)sint + r(t) cost)
und [ /()5 = | (¥ (t) cost —r(t)sint, 7' () sint + r(t) cost) | = r'(¢)* + r(t)*.

Wegen
/ 2 2 _ 2 .2,
r'(t)*+r(t)"=1+2cost+cos”t+sin“t =2(1+cost)

folgt

L:foz" F(2+ (02 dt
:ﬁfoz"mdt
:\/Efoﬂ\/WdH\/E[:ﬂ\/Wdt
:ﬁfoﬂmdt+ﬂfoﬂm& (mits =2m—t)
-2V [ " Viveostdr

1+u
—2\/_[ mit u = cost
/—l—uz ( )

:2\/5_[1 mdu
- _mm[l -




