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Aufgabe 1

Sei (X, d) ein metrischer Raum, A ¢ X abgeschlossen und B ¢ X offen. Zeigen Sie, dal A \ B abgeschlos-
sen ist.

Losung. Esgilt X\ (AN B) = (X N\ A) uB. Dasowohl X \ A als auch B offen sind, gilt nach §1 Satz 3, dafl
auch (X \ A) u B offen ist. Also ist das Komplement A \ B abgeschlossen.

Aufgabe 2

Sei X ein metrischer Raum und Kj, .. ., K, € X kompakte Teilrdume von X. Zeigen Sie, dal Kju--- UK,
kompakt ist.

Lisung. Sei (U;) ;e eine offene Uberdeckung von Kj U --- U K,,. Dann ist (Uj; ) j¢; auch eine Uberdeckung
der K. Da jedes Ky kompakt ist, gibt es zu jedem k eine endliche Teilmenge I € I, so dafl (U;);es, eine
Uberdeckung von K, ist. Wir setzen ] := I[; U -+ U I,,. Dann ist (U;);¢; eine endliche Uberdeckung von
Kiu---uK,.

Aufgabe 3

Sei X ein metrischer Raum und Y € X. Zeigen Sie, daf3
(a) Y \ 0Y offen,
(b) Y U dY abgeschlossen und
(c) 9Y abgeschlossen ist.

(Dies ist §1 Satz 4.)
Losung. Siehe den Beweis von §1 Satz 4.

Hausaufgaben
Aufgabe 4

Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — R eine Funktion, die im Punkte x( € X stetig ist.

(i) Zeigen Sie, daf} es eine Umgebung U von x, gibt, so daf§ f(U) ¢ R beschréankt ist.

(ii) Angenommen, f(x¢) > 0. Zeigen Sie, daf es eine Umgebung U von xq gibt, so daf3 f(x) > 0 fiir
alle x € U gilt.

Losung. (i) Sei € = 1. Da f stetig in xj ist, gibt es ein § > 0 mit
|f(x) - f(x0)] <1 fiir alle x mit d(x,xq) < .

Wir setzen U := Bs(xp). Fiir x € U gilt dann
FG<1f(x) = f(xo)| + [ (x0)] <1+[f(x0)].

Also ist f auf U beschrankt.
(ii) Sei € = 5 f(x0) > 0. Da f stetig in xq ist, gibt es ein § > 0 mit

|f(x) = f(x0)| <& fiir alle x mit d(x, x9) < 6.

Wir setzen U := Bg(x). Fiir x € U gilt dann

f(x)>f(xo)—8=%f(xo)>0.



Aufgabe 5

Sei X ein metrischer Raum und A, B € X nicht-leere abgeschlossene Mengen mit A N B = &. Zeigen Sie,
dafl es offene Mengen C, D ¢ X gibtmit ACC,BC DundCn D = @.

Hinweis. Machen Sie sich eine Skizze. Beachten Sie, daff A und B nicht beschrinkt sein miissen. Ein
Beispiel in X = R? wire etwa

A={(x,y):y=0} und B:={(x,y):xy=1,x>0}.

A

Losung. Da X\ Aund X \ B offen sind, gibt es zu jedem x € A € X\ Bein ¢(x) > 0 mit B,(,)(x) S X\ B
und zu jedem x € B S X \ Aein &'(x) > 0 mit By(,)(x) € X \ A. Wir definieren

Ci= U Bopa(x) und D= U Bugaya(x)
XE€

xeB

Dann sind C und D offen mit A ¢ C und B € D. Um zu zeigen, daf} die Mengen disjunkt sind, nehmen
wir an, es gabe ein z € Cn D. Dann gibt es x € A und y € B mit

Z € By(xy2(x) N By (1) -

O.B.d. A.sei ¢'(y) < e(x). Dann ist
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < @ + @ <e(x).

Also ist y € By(,y(x) € X ~ Bim Widerspruch zu y € B.



